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内 容 提 要 


本 书 共 分 九 章 ,第 1 章 简要 介绍 了 数理 统计 的 基础 知识 ， 并 提 及 了 现代 随 
机 统计 理论 的 levy 分 布 等 。 第 2 章 和 第 3 章 分 别 介绍 了 当今 研究 随机 动力 学 的 
主要 手段 : 朗 之 万 方程 和 福 克 一 普 朗 克 方 程 。 着 重 讨论 了 求解 这 两 种 方程 的 方 
法 及 其 导出 的 结论 。 第 4 章 论述 了 随机 行为 之 源 一 一 热 浴 的 涨 落 与 耗 散 及 其 所 
遵循 的 基本 规律 : 涨 落 耗 散 定理 。 第 5 章 论述 了 随机 动力 学 的 微观 描述 一 一 无 
规 行走 模型 。 第 6 章 较 详细 、 系 统 地 讨论 了 反常 扩散 理论 ， 介 绍 了 迄今 为 止 的 
最 新 研究 成 果 。 第 7 章 介绍 了 蒙特 卡 罗 数值 模拟 方法 。 第 8 章 全 面 地 论述 了 统计 
动力 学 所 扩张 出 的 最新 领域 -分 子 布朗 马达 理论 及 其 最 新 研究 成 果 。 第 9 章 
还 介绍 了 计算 机 数字 模拟 计算 方法 (蒙特 卡 罗 方 法 )， 以 及 常用 的 科学 计算 软件 
Matlab。 

本 书 可 作为 大 学 物理 专业 本 科学 生 、 研 究 生 、 教 师 以 及 理论 物理 研究 工作 
者 的 参考 书 。 
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在 20 世纪 初 ， 由 吉 布 斯 的 理论 英 定 了 关于 复杂 系统 的 动力 学 研究 理论 ， 
即 统计 物理 学 。 统 计 物理 学 是 研究 由 大 量 微观 粒子 ( 原子 、 分 子 等 ) 所 组 成 
的 宏观 系统 ， 它 的 目标 是 从 宏观 系统 的 物质 结构 出 发 ， 依 据 经 典 微 观 粒子 所 
遵循 的 力学 规律 ， 得 出 系统 的 宏观 性 质 及 其 变化 规律 。 统 计 物理 学 对 系统 的 
描述 方法 一 般 可 分 为 使 用 动力 学 微分 方程 的 确定 性 方法 和 使 用 概率 理论 的 随 
机 统计 方法 。 在 此 理论 中 ， 用 给 出 的 系统 哈密 顿 量 或 自由 能 函数 ， 即 算出 系 
统 的 热力 学 量 。 然 而 ， 这 里 给 出 的 仅仅 是 确定 状态 (平衡 状态 ) 对 应 的 状态 
参量 ， 并 不 描述 状态 演化 过 程 ( 非 平衡 态 ) 。 因 为 对 于 大 数 粒子 构成 的 微观 系 
统 ， 其 确定 性 的 微分 方程 难以 求解 。 

从 20 世纪 70 年 代 开始 ， 随 着 研究 领域 的 不 断 扩张 、 深 入 ， 以 及 计算 机 技 
术 的 普及 和 进步 ， 使 得 人 们 可 以 使 用 近似 计算 的 方法 来 求解 复杂 的 微分 方程 ， 
人 们 也 就 越 来 越 关注 微观 系统 的 演化 过 程 。 从 朗 之 万 方程 、 福 克 一 普 朗 克 方 
程 、 涨 落 耗 散 定理 出 发 ， 运 用 布朗 运动 的 无 规 随机 行走 模型 ， 系 统 地 阐述 了 
系统 的 微观 行为 与 宏观 演变 过 程 之 间 的 有 机 联系 ， 即 微观 系统 从 任意 的 初始 
点 出 发 而 到 达 末 态 的 中 间 过 程 的 细节 问题 ， 我 们 称 这 一 理论 体系 为 统计 动力 
学 ， 也 就 是 本 书 介绍 的 主要 内 容 。 将 统计 动力 学 理论 应 用 于 微观 粒子 的 扩散 、 
渗透 、 分 子 马达 、 混 沌 等 ， 得 到 了 较 好 的 结论 。 当 然 ， 使 用 具有 时 间 反 演 的 
动力 学 微分 方程 来 描述 不 可 逆 的 热力 学 现象 ， 仍 然 是 有 争议 的 哲学 问题 。 

本 书 共 分 9 章 。 针 对 初 涉及 此 领域 的 读者 ， 第 1 章 简要 介绍 了 数理 统计 的 
基础 知识 ， 并 提 及 了 现代 随机 统计 理论 的 lavy 分 布 等 。 第 2 章 和 第 3 章 分 别 介 
绍 了 当今 研究 随机 动力 学 的 主要 手段 : 朗 之 万 方程 和 福 克 一 普 朗 克 方 程 。 着 
重 讨论 了 求解 这 两 种 方程 的 方法 及 其 导出 的 结论 。 第 4 章 论述 了 随机 行为 之 源 
一 一 热 浴 的 涨 落 与 耗 散 及 其 所 遵循 的 基本 规律 : 涨 落 耗 散 定理 。 第 5 章 论述 了 
随机 动力 学 的 微观 描述 一 一 无 规 行走 模型 。 第 6 章 较 详细 、 系 统 地 讨论 了 反常 
扩散 理论 ， 介 绍 了 迄今 为 止 的 最 新 研究 成 果 。 第 8 章 全 面 地 论述 了 统计 动力 学 
所 扩张 出 的 最 新 领域 一 一 分 子 布朗 马达 理论 及 其 最 新 研究 成 果 。 


作为 使 用 工具 书 ， 本 书 在 第 7 章 还 介绍 了 计算 机 数值 模拟 计算 方法 ( 繁 
特 卡 罗 方法 ) 以 及 在 第 9 章 介绍 了 常用 的 科学 计算 软件 Matlab。 

本 书 可 作为 大 学 物理 专业 本 科学 生 、 研 究 生 、 教 师 以 及 理论 物理 研究 工 
作者 参考 书 。 由 于 作者 水 平 有 限 ， 书 中 有 不 妥 之 处 ， 请 读者 批评 指正 。 
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1 概率 论 基 础 


本 章 讨论 本 书 所 涉及 的 概率 理论 的 基础 知识 。 主 要 包括 概率 的 基本 概念 、 常 用 公式 、 
分 布 、 定 律 和 定理 。 


1.1 基本 概念 


概率 论 是 一 门 研究 随机 现象 中 的 数量 规律 的 科学 。 所 谓 随机 现象 是 指 不 可 完全 预测 的 
现象 ， 既 可 能 出 现 也 可 能 不 出 现 的 现象 ， 诸 如 投掷 一 次 化 子 面 朝 上 的 点 数 是 多 少 ， 射 击 运 
动员 某 一 次 射击 的 着 弹 点 如 何 ， 常 温 下 气体 容器 中 的 某 个 气体 分 子 在 一 段 时 间 后 处 于 什么 
空间 位 置 ， 一 年 中 某 一 天 的 气候 情况 怎样 等 。 随 机 现象 中 ， 虽 然 不 能 事先 完全 确定 现象 的 
具体 结果 ， 但 是 却 可 以 认为 “所 有 可 能 的 结果 ”是 已 知 的 。 例 如 抛掷 硬币 的 所 有 结果 只 
有 正面 、 反 面 两 个 ;“110” 一 天 内 的 接警 次 数 一 定 是 非 负 的 等 。 概 率 论 就 是 要 用 数量 来 
表示 和 研究 随机 现象 


1.1.1 概率 的 概念 


在 事物 发 展 的 过 程 中 ， 肯 定 要 发 生 的 事件 称 为 必然 事件 〈 例 如 在 自然 条 件 下 生物 体 
的 死亡 现象 ) ， 绝 对 不 会 出 现 的 事件 称 为 不 可 能 事件 〈 例 如 跳高 运动 员 在 不 借助 外 界 力量 
的 条 件 下 ， 从 地 球 表面 跳 路 到 月 球 表面 )。 在 一 定 条 件 下 的 过 程 中 既 可 能 发 生 也 可 能 不 发 
生 的 事件 则 是 随机 事件 。 

将 发 生 的 一 系列 随机 事件 数 用 n 表示 ， 而 在 该 n 个 事件 中 如 果 有 m 个 A 事件 发 生 ， 
则 称 > 为 事件 A 发 生 的 频率 ， 定 义 为 : 

大 量 的 实践 证 明 ， 我 们 可 以 用 事件 发 生 的 频率 ”来 描述 随机 事件 发 生 的 可 能 性 。 随 机 事 
件 发 生 的 频率 v 处 于 0 ~ 1 之 间 。 显 然 ,v 越 大 ， 事 件 发 生 的 可 能 性 越 大 。 不 可 能 事件 的 频率 
v=0， 必 然 事 件 的 频率 v = 1。 随 机 事件 发 生 数量 ”〈 总 实验 数 ) 的 增加 ， 某 一 事件 A 发 生 
的 频率 v 趋 于 某 一 个 确定 的 值 P， 则 称 P 为 事件 A 发 生 的 概率 。 概 率 P 的 定义 为 : 


P= lim 了 于 (1-2) 


oN 


概率 准确 地 描述 了 事件 A 发 生 的 可 能 性 。 概 率 P 对 事件 的 描述 仍然 体现 了 一 种 因 
果 规律 一 一 统计 规律 。 


1.1.2 概率 的 性 质 


在 一 定 的 条 件 下 ,事件 A 发 生 的 概率 P(A) 有 下 列 属性 : 
(1) 由 概率 P(A) 的 定义 可 知 ，P (A) 是 一 个 正 数 , 且 0<P (A) <1; 必然 事 


件 的 概率 为 1， 不 可 能 事件 的 概率 为 0。 

(2) 如 果 事件 A、B 不 可 能 同时 出 现 ， 则 称 A、B 为 不 相 容 事件 。 记 C =AUB (发 生 
A 或 发 生 B 事件 的 集合 ) ， 由 于 总 事件 ”中 存在 不 相 容 事件 A 、B， 则 这 两 事件 发 生 的 频 
率 为 两 事件 频率 之 和 ; 所 以 事件 C 产生 的 概率 为 事件 A 产生 的 概率 P(A) 与 事件 B 产生 
的 概率 P(B) 之 和 。 


P(C) = P(A) + P(B) (1-3) 
对 于 W 个 彼此 不 相 容 的 事件 A,， 则 这 些 事件 的 概率 P 表现 为 加 法 定理 : 
p= P(A) (1-4) 


车 NN 等 于 所 有 可 能 事件 的 总 和 ， 那 么 式 1-4 必然 等 于 1， 这 就 是 通常 所 说 的 归 一 化 条 
件 。 若 记 A 为 A 事件 不 发 生 ， 由 归 一 化 条 件 知 ,， 必 有 P(A) +P (A) =1。 归 一 化 的 意 
义 即 是 说 所 有 随机 事件 的 总 和 为 必然 事件 ， 这 是 因果 律 和 物质 不 灭 定 律 的 具体 表现 。 

(3) 将 可 能 同时 出 现 的 事件 称 为 相 容 事件 。 若 记 D = ANB 为 两 相 容 事件 A、B 的 与 ， 
D 表示 两 相 容 事件 A、B 同时 发 生 ， 则 D 产生 的 概率 为 A、B 两 概率 之 乘积 : 


P(D) = P(A) x P(B) (1-5) 
对 于 个 相 容 事件 同时 发 生 的 概率 则 表现 为 乘法 定理 : 
Pa a (1-6) 


(4) 如 果 A 事件 的 发 生 与 否 和 B 事件 的 发 生 与 否 无 关 ， 同 时 B 事件 的 发 生 与 否 和 从 
事件 的 发 生 与 否 无 关 ， 则 称 A、B 两 事件 为 相互 独立 事件 。 相 互 独立 事件 同时 发 生 的 概率 
满足 乘法 定理 。 


1.2 随机 变量 概率 分 布 统计 平均 
1.2.1 随机 变量 的 概念 


在 一 定 条 件 下 ， 一 个 变量 的 取 值 有 确定 集合 ， 取 值 随机 而 定 ， 则 称 这 个 变量 为 随机 变 
量 。 例 如 射击 运动 员 每 一 次 射击 的 环 数 ， 气 体 分 子 一 定时 间 后 的 空间 坐标 等 。 随 机 变量 分 
为 离散 型 、 连 续 型 两 种 。 在 随机 过 程 中 ， 随 机 变量 以 确定 的 概率 取 不 同 的 数值 。 离 散 型 随 
机 变量 的 所 有 取 值 是 在 数 轴 上 的 有 限 个 或 可 数 的 分 离 值 。 为 了 表明 离散 型 随机 变量 的 概率 
分 布 ， 需 要 指明 它 的 所 有 可 能 取 值 的 取 值 x ，x, ，…，xw 及 其 相应 的 概率 : 

P, = P(x), i=1,2,.N (1-7) 

归 一 化 条 件 为 : 


DP) =1 (1-8) 


连续 随机 变量 可 以 取 数 轴 上 某 区 间 内 的 一 切 可 能 值 。 连 续 随机 变量 的 概率 分 布 用 概率 
密度 函数 p(&) 来 描述 。 概 率 密度 函数 表示 随机 变量 在 某 一 取 值 & 处 的 单位 间隔 内 的 概率 。 
随机 变量 在 某 一 点 领域 (xx + dx) 上 的 概率 表示 为 : 


.2. 


dW(x) = p(x)dx (1-9) 
归 一 化 条 件 则 表示 为 : 


ooDdz =1 (1-10) 


1.2.2 数学 期 望 


把 随机 变量 的 统计 平均 称 为 该 统计 变量 的 数学 期 望 。 在 一 定 条 件 下 ， 确 定 系统 中 的 随 
机 变量 的 统计 平均 唯一 确定 。 统 计 物 理学 中 认为 所 观测 到 的 物理 系统 的 宏观 性 质 ( 内 能 、 
压强 、 热 容 、 温 度 、 电 流 、 扩 散 输 运 等 ) 均 是 构成 该 系统 的 原子 或 分 子 的 相应 的 微观 性 
质 (在 此 讨论 的 随机 变量 ) 的 统计 平均 值 。 离 散 随机 变量 # 的 统计 平均 可 以 表示 为 : 


《= 三 62(6) (1-11) 
连续 型 随机 变量 的 统计 平均 则 可 以 表示 为 : 


和 = |éP(e) a (1-12) 


通常 当 人 们 对 具体 的 物理 量 进行 测量 时 ， 其 测量 值 并 不 一 定 等 于 数学 期 望 ， 将 出 现 一 
定 的 偏差 ， 我 们 这 种 偏差 为 该 随机 变量 的 涨 落 。 例 如 在 做 抛 据 硬 币 实验 时 ， 数 字 、 图 样 朝 
上 的 次 数 的 数学 期 望 均 为 1/2， 但 是 在 具体 的 数 十 次 抛掷 中 ， 所 出 现 的 结果 的 平均 值 将 出 
现 涨 落 ， 或 许 是 数字 朝 上 的 次 数 多 于 图 样 朝 上 的 次 数 ， 或 许 是 图 样 朝 上 的 次 数 多 于 数字 朝 
上 的 次 数 。 

由 于 系统 中 随机 变量 的 涨 落 的 平均 为 零 ， 因 此 不 能 用 随机 变量 的 涨 落 的 平均 来 描述 涨 
沙 的 大 小 ， 而 是 用 随机 变量 的 方 均 涨 落 来 度量 涨 落 的 大 小 。 随 机 变量 & 的 方 均 涨 落 定义 
为 : 


(6 = TEAPE) = 全 -全 (1-13) 
通常 ， 随 机 变量 的 涨 落 特征 还 可 以 用 它 的 原点 矩 和 中 心 矩 表示 。k 阶 原 点 矩 定义 为 : 
名 = fepc a (1-14) 
上 阶 中 心 符 定 义 为 : 四 
到 = Je -é)p(é) a (1-15) 


1.2.3 几 个 常用 的 分 布 函数 


1.2.3.1 二 项 式 分 布 
假设 在 NN 独立 个 事件 中 ， 某 个 事件 A 出 现 的 概率 为 P， 则 在 N 次 实验 中 A 出 现 的 次 
数 为 ”的 概率 为 : 


B(n) = CP"(1 - P) (1-16) 


1.2.3.2 泊 松 分 布 


假设 有 一 列 二 项 分 布 B(n) ， 其 中 参数 满足 条 件 : 
limnP =A>0 (1-17) 


则 对 任何 非 负 整数 上 都 有 : 
P(n,A,P) = eh (1-18) 


式 1-18 称 为 泊 松 分 布 。 
1.2.3.3 高 斯 分 布 ( 正 态 分 布 ) 
设 a 为 任意 实数 ，o >0， 则 对 于 连续 的 随机 变量 所 ， 其 密度 分 布 函 数 为 : 


1 (一 
P(E) = ep (1-19) 
式 1-19 称 为 高 斯 分 布 。 
1.3 中 心 极限 定理 levy 分 布 
1.3.1 特征 函数 


1.3.1.1 特征 函数 的 定义 
首先 来 引入 复 值 随机 变量 的 概念 。 设 志 与 了 是 定义 在 同一 个 概率 空间 上 的 两 个 随机 变 
量 , i 是 虚数 单位 ， 那 么 5 = 专 +i 就 是 一 个 定义 在 同一 个 概率 空间 上 的 复 随机 变量 。 特 别 
地 ， 对 于 任何 实数 +， 
ex = cos(1f) + isin(tm) (1-20) 
是 一 个 随机 变量 。 可 以 把 复 随机 变量 : 作为 随机 向 量 〈#，7) 来 处 理 。 设 F(z) 为 一 维 分 
布 函数 ， 定 义 : 


7(D = sdF(z) (1-21) 

式 中 ， 称 了 (4) 为 F(z) 的 特征 函数 ， 亦 称 谱 函数 。 因 此 ， 特 征 函 数 就 是 分 布 函数 的 傅 里 
叶 变 换 。 任 何 分 布 函数 的 特征 函数 都 存在 。 

1.3.1.2 特征 函数 的 性 质 

任何 分 布 函 数 的 特征 函数 /(:) 都 具有 如 下 性 质 : 

(DD ADI<1; 

(2) 用 -4) = f(D) ,J 是 f(t) 的 复 共 配 ; 

(3) ft) 具有 半 正 定性 ; 

(4) fisald) =fa (fa); 

(5) 解析 的 特征 函数 对 应 的 分 布 函数 是 高 斯 分 布 函数 。 


1.3.2 ”中心 极限 定理 
如 果 随 机 变量 序列 1&.| 是 独立 同 分 布 的 (随机 变量 彼此 独立 ， 具 有 相同 分 布 )， 则 
Ry 


| 马上 满足 正 态 分 布 。 即 若 志 的 数学 期 望 为 ,方差 〈 二 阶 矩 ) 为 ag，|| 的 分 布 函数 具 
有 下 述 形式 : 


| 人 =) -22 
P(é#) = | 7 } (1-22) 


1.3.3 levy 分 布 

1.3.3.1 levy 分 布 的 特征 函数 

设 与、 名 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 ， 对 应 的 分 布 函数 为 F(E€) ， 对 任意 给 定 的 正 数 
ct、c2， 如 果 存 在 一 正 数 c 满 足 : ci6 + cx 所 = 上 ,二 也 是 具有 相同 分 布 的 随机 变量 ，F(E) 
的 特征 函数 为 p(z) : 


e(z) = (e*) = [edr(é) (1-23) 


当 且 仅 当 特征 函数 p(z) 满足 : 
pez)p(cz) = P(cz) (1-24) 
则 FR(&) 是 一 个 稳定 分 布 。 在 n 个 随机 变量 的 序列 中 ， 稳 定 分 布 的 F(E) 的 特征 函数 具有 
以 下 形式 : 


9 (z) = p(cz)e™™ (1-25) 
上 式 对 应 的 分 布 称 为 levy 分 布 ， 有 严格 形式 : 
4(z) = logp(z) = iyz -clzl* 人 + 训 下 za) } (1-26) 
这 里 a、B、y、c 为 常数 。 且 0 <a<2，-1<B<1，c>0， y 是 任意 实数 
Ta 
a tan 2 a 天 1 
Zloglz| a=1 


式 中 ，a 称 为 levy 指标 或 特征 指数 。 当 a =2 时 ，lavy 分 布 函数 变换 为 高 斯 分 布 函数 。 分 
布 函数 中 当 B =0 时 ， 对 应 对 称 分 布 (y、*e 不 是 基本 参数 ， 通 常 可 以 略 去 ) 。 

1.3.3.2 levy 特征 函数 的 性 质 

(1) |p(z)| = exp[- |zl"],a 关 1。 当 然 也 可 以 写 为 : y(x) =- |zl"exp 


三 再 sem(z) } ,sign(z) 为 符号 函数 。B 为 一 常数 ,限制 于 以 下 区 域 


Ilels 性 0<a<1 
B 2-a 1<a<2 


(2) 特征 函数 w(x) 的 逆 傅 里 叶 变换 对 应 概率 密度 函数 ， 可 写 为 : 


falx) = TRe exp( in -zexpfi BE) (127) 


因此 ,大 es(*) = 大 .-e(-z) ,foo(*) = 大 o(-x)。 密 度 函 数 关于 zx 对称 。 
(3) (Levy-Cndenko 广义 中 心 极限 定理 ) : 对 于 独立 同 分 布 的 随机 变量 X,，X,，…， 


和 ， 令 也 = by XX: 。 如 果 7, 的 分 布 是 归 一 化 的 ， 且 当 "一 “时 收敛 于 下 ， 则 下 是 稳定 的 。 


特别 地 ， 如 果 这 些 随机 变量 是 有 限 的 ， 则 严 是 高 斯 函数 ， 遵 从 中 心 极限 定理 。 
(4) 稳定 levy 分 布 的 渐进 行为 具有 逆 筹 律 形式 : 


foal(*) = 个 < a<2 (1-28) 


(5) 用 FOX 函数 可 将 稳定 定律 写成 解析 的 形式 : 
当 a>1 时 , 令 e=1l/a, y= (a-B) /2a, 有 


(1 -8,6),(1 -y,7) 
p(x) = | | (1-29) 
ttl ee 
当 a<1 时 ， 有 : 
falx!) = ees [| 1,1) (一 Y7) (1-30) 
(-e,e),(-7,7y) 
利用 FOX 理论 ， 可 以 得 到 概率 密度 函数 寡 级 数 形式 ， 
As(a) = LD Lt ne) sin( nny) (4)"! (131) 
渐进 行为 的 震级 数 形式 : 
As(z) ~ 5 LO ne) in( mnay) [zl (1-32) 


1.4 时 间 链 与 马尔 可 夫 过 程 
1.4.1 跃迁 概率 密度 


在 许多 的 实际 过 程 中 ， 描 述 状态 的 随机 变量 往往 随时 间 而 变 。 例 如 扩散 过 程 中 的 粒子 
位 置 分 布 函数 "(+), 此 时 的 密度 分 布 函数 必须 显 含 时 间 P(x,t) 。 要 更 详细 地 描述 随机 过 
程 ， 必 须 用 到 不 同时 间 的 联合 概率 分 布 : 
P(xa st st sha ss 1 ) 
= (8(é(4) -#1)6(€(6) - x) 6(E(4,) -x,)) (1-33) 
上 式 表示 在 时 间 链 > 4, >… > 4 中 ， 随 机 变量 对 应 取 值 x, ，%。-, ，…，z 的 概率 分 
布 。 式 1-33 如 果 关 于 时 间 平 移 不 变 ， 则 该 过 程 称 为 稳定 过 程 (平稳 过 程 ) 。 平 稳 过 程 中 一 
阶 分 布 P(*) 与 时 间 无 关 〈 定 态 过 程 ) ， 二 阶 分 布 P,(x, ,Tt;x ) 与 初始 时 刻 无 关 。 对 于 多 
时 联合 分 布 ， 等 价 于 条 件 概率 分 布 : 


Prt lst) Es: Ps = Ped, (134) 
式 1.34 表示 在 时 间 序列 。，> … > 6 ， 产 生变 量 xx 的 前 提 下 ， 粒 子 跳 到 x 上 的 
二 


概率 密度 ; 亦 称 跃 迁 概率 密度 。 由 跃迁 概率 密度 的 不 同性 质 ， 可 以 区 分 不 同 的 随机 过 程 。 


1.4.2 纯粹 随机 过 程 


如 果 随机 过 程 中 ， 某 一 时 刻 的 状态 〈 概 率 密度 ) 与 以 往 的 任意 时 刻 的 状态 (概率 密 
度 ) 无 关 ， 即 该 过 程 无 记忆 功能 ， 则 称 这 种 过 程 为 纯粹 的 随机 过 程 。 例 如 投掷 硬币 时 ， 
此 次 投掷 的 结果 与 以 往 任意 一 次 投掷 的 结果 无 任何 关联 。 


1.4.3 马尔 可 夫 过 程 


如 果 某 一 随机 过 程 的 随机 变量 是 连续 的 ， 由 于 因果 关系 ， 使 得 这 一 随机 过 程 的 某 一 时 
刻 的 概率 分 布 与 前 一 时 刻 的 概率 分 布 有 关 ， 而 与 更 早 时 刻 的 概率 分 布 无 关 〈 只 能 记忆 前 
一 时 刻 的 经 历 ) ， 则 称 该 随机 过 程 为 马尔 可 夫 过 程 。 或 称 马尔 可 夫 链 。 例 如 布朗 运动 中 的 
布朗 粒子 的 运动 过 程 。 很 显然 ， 马 尔 可 夫 过 程 中 的 概率 密度 可 表示 为 ， 


(ti ) = P(xosts [x st )s 


P(x st sxat tos st ) 
=P(% st x sh) P(x sb | ,254,32) P(x2 ,ta |x1 ,41 ) (1-35) 
因此 ， 对 于 马尔 可 夫 过 程 ， 只 要 知道 一 阶 和 二 阶 跃迁 就 完全 掌握 了 整个 过 程 的 性 质 。 
所 谓 非 马 尔 可 夫 过 程 则 是 具有 完全 记忆 功能 的 随机 过 程 ， 现 实 的 状态 不 仅 和 前 一 时 刻 有 
关 ， 而 且 与 系统 所 经 历 的 所 有 过 程 有 关 。 
1.5 ” 维 纳 一 钦 欣 定理 
维 纳 一 钦 欣 定理 给 出 了 随机 变量 的 关联 函数 与 随机 变量 的 傅 里 叶 空间 ( 相 空 间 ) 的 
谱 密度 之 间 的 关系 。 由 这 种 关系 ， 可 以 把 便于 在 相 空 间 描述 的 现象 通过 傅 里 叶 变换 用 谱 密 
度 描述 。 对 于 随机 变量 (+) ,其 谱 密度 定义 为 : 


E(w) = [et() dt) (1-36) 


用 项 波浪 符号 表示 谱 函数 。 将 随机 变量 的 时 间 关联 函数 (#(2)5(2) 》 代 入 式 1-36， 得 
到 谱 的 关联 函数 : 


人 0 全 (= [fee CD)ade (37) 
对 于 稳定 过 程 ， 时 间 关联 仅仅 是 时 间 问 隔 的 函数 : 
(006 》= (GOD6 (0)) (1-38) 
引入 新 的 变量 : 
T=t-t, n= (1-39) 
谱 的 关联 函数 可 以 写 为 : 


(Eo)E (0)) = ee ee g(r)e (0))drd, (1-40) 


上 式 右边 的 第 一 项 为 5 函数 ， 因 此 有 : 
(é(0)&° (0)) 
=278(w -wo) fe (EDE (0))dr 
=276(w - w')S(w) (1-41) 
式 1-41 即 是 维 纳 一 钦 欣 定理 的 数学 表示 随机 变量 的 时 间 关 联 即 是 该 随机 变量 的 谱 


密度 S(w)。 当 随机 变量 是 无 时 间 关联 的 (通常 称 此 随机 变量 为 白 品 声 ) ， 即 关联 函数 是 
6(T) 函数 。 因 为 8 函数 的 傅 里 叶 变换 是 常数 ， 则 此 随机 变量 的 功率 谱 是 恒定 的 常数 。 


2 布朗 运动 的 动力 学 措 述 一 一 朗 之 万 方程 


本 章 主要 讨论 布朗 运动 (Brownians Motion) 的 模型 和 描述 方法 ， 并 县 要 阐明 了 支配 
微观 随机 运动 的 核心 一 一 涨 落 力 所 遵循 的 一 般 规律 。 


2.1 布朗 运动 和 扩散 现象 
2.1.1 布朗 运动 的 实验 现象 


系统 的 微观 行为 ， 统 计 上 表现 为 宏观 的 物理 学 性 质 。 布 朗 运动 代表 了 通常 的 微观 粒子 
的 动力 学 行为 ， 从 历史 发 展 的 进程 来 看 ， 对 布朗 运动 的 研究 开创 了 微观 动力 学 的 先河 。 

1785 年 丹麦 物理 学 家 Jan Ingenhousz 报告 观察 到 了 酒精 表面 的 炭 粉 的 闪烁 现象 。 英 国 
植物 学 家 布朗 〈Robert Brown) 在 研究 植物 的 微观 结构 与 生命 运动 的 关系 时 ， 用 显微镜 观 
察 置 放 于 液体 之 中 大 分 子 颗粒 ( 例如 把 藤 黄 粉 置 放 于 液体 中 、 将 炭 粉 撤 放 在 酒精 液 面 ) 。 
观察 结果 发 现 ， 这 些 细小 的 颗粒 在 无 外 界 作用 的 情况 下 ， 自 由 地 在 液体 中 行走 ， 仿 佛 具有 
生命 一 样 。 遵 循 朴素 的 原子 观 ， 布 朗 以 为 找到 了 最 基本 的 生命 结构 。 随 着 观察 范围 的 扩 
大 ， 布 朗 发 现 不 仅 有 机 的 小 分 子 可 以 做 这 种 无 规 的 运动 ， 而 且 无 机 的 小 颗粒 也 在 做 这 种 无 
规 的 运动 。 布 朗 总 结 了 所 有 的 观察 结果 ， 得 出 了 所 有 悬浮 于 胶体 中 的 大 颗粒 物质 总 是 在 做 
无 规 的 运动 的 结论 。 布 朗 在 1828 年 首次 报告 了 热力 学 平衡 的 溶液 中 悬浮 的 大 颗粒 物质 的 
无 规 运 动 存在 的 普遍 性 。 如 图 2-1 所 示 为 Jean Perrin 等 人 所 观测 到 的 悬浮 颗粒 运动 的 情 
况 。 图 2-1a 是 所 观察 到 的 三 个 粒子 在 30 秒 的 时 间 间 隔 时 的 悬浮 颗粒 运动 的 二 维 轨迹 ， 每 
一 个 粒子 跟踪 了 50 个 点 。 图 2-16 是 做 无 规 运动 的 粒子 的 概率 密度 的 空间 分 布 。 在 空间 位 
置 r， 空 间 间隔 (r, r+dr) 内 ,粒子 数 的 分 布 遵从 (2?) ” xexp [ - P/(26)?]2mrdr 关 
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图 2-1 布朗 运动 粒子 的 运动 轨道 和 在 某 时 刻 的 粒子 数 密度 分 布 


系 ， 其 中 为 布朗 粒子 数 。Erroneous、Kappler 等 在 1931 年 对 这 类 观察 进行 了 扩展 和 改 
进 ， 将 细小 的 反光 颗粒 (面积 为 Imm* 的 反射 镜 ) 悬挂 在 精细 的 石英 纤维 上 ( 几 厘 米 长 ， 
数 微米 粗细 ) ， 置 于 稀薄 气体 之 中 ， 用 显微镜 观测 这 些 反 光 的 悬浮 颗粒 的 振动 情况 (观察 
反射 光束 ) ， 进 行 了 高 精度 的 位 移 测量 ， 得 到 无 规 运 动 粒子 的 位 移 方 均值 正比 于 ks7 的 结 
论 ，ke 是 玻 耳 兹 曼 常 数 ，7 是 液体 温度 。 所 测量 的 位 移 -时 间 图 如 图 2-2 所 示 ， 图 中 纵 坐标 
为 位 移 ， 横 坐标 为 时 间 。 
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图 22 布朗 运动 粒子 的 位 移 - 时 间 图 


1905 年 爱 因 斯 坦 对 这 一 类 无 规 运动 进行 了 研究 ， 将 它们 称 为 布朗 运动 。 后 来 ， 人 们 
习惯 性 地 沿用 爱 因 斯 坦 的 说 法 ， 将 热力 学 平衡 溶液 中 悬浮 的 大 颗粒 物质 的 运动 称 为 布朗 运 
动 (Brownians Motion) 。 在 布朗 提出 了 观察 报告 后 ， 有 许多 人 试图 揭示 这 种 无 规 运动 的 物 
理 机 制 ， 只 有 到 了 1905 年 ， 才 由 爱 因 斯 坦 给 出 了 较为 完美 的 解释 。 随 着 爱 因 斯 坦 对 布朗 
运动 解释 的 发 展 ， 创 造 性 地 建立 起 了 微观 粒子 的 无 规 运动 的 动力 学 与 宏观 规律 之 间 的 联 
系 。 对 布朗 运动 现象 的 研究 ， 开 创 了 微观 统计 动力 学 的 先河 。 迄 今 为 止 ， 布 朗 运动 是 研究 
微观 无 规 运动 的 最 佳 模 型 。 


2.1.2 爱 因 斯 坦 对 布朗 运动 的 解释 


爱 因 斯 坦 在 1905 年 的 关于 流体 中 分 子 热 运动 的 论文 里 ， 用 随机 行走 模型 对 处 于 平衡 
态 的 热流 体 中 的 布朗 运动 进行 了 描述 。 爱 因 斯 坦 关于 布朗 运动 的 模型 是 ， 巨大 的 布朗 运动 
粒子 受到 溶液 中 大 量 的 小 分 子 的 随机 碰撞 。 虽 然 溶液 的 空间 各 向 同性 而 导致 了 随机 碰撞 作 
用 的 长 时 间 平 均 为 零 ; 但 是 这 种 随机 碰撞 存在 空间 局 域 的 涨 落 ， 每 一 次 局 域 的 涨 落 将 对 应 
布朗 运动 粒子 所 受 作用 的 空间 各 向 同性 的 破坏 ， 从 而 产生 瞬间 的 定向 的 运动 。 随 机 碰撞 的 
涨 落 的 无 规 性 ， 导 致 了 布朗 运动 粒子 无 规 运动 。 爱 因 斯 坦 关于 布朗 运动 的 理论 基于 以 下 三 
个 假设 : (1) 由 于 布朗 运动 粒子 浓度 低 ， 因 此 布朗 运动 粒子 的 运动 之 间 相 互 独立 ， 且 布 
朗 运 动 粒子 是 全 同 粒子 ， 不 可 分 辨 ; (2) 布朗 运动 粒子 的 运动 空间 均匀 ， 即 各 向 同性 ， 
无 外 界 作用 〈 场 或 势 ) ，(3) 溶液 分 子 对 布朗 运动 粒子 碰撞 的 每 两 次 涨 落 之 间 ， 对 应 布朗 
运动 粒子 的 一 次 位 移 ">， 每 一 次 位 移 占用 时 间 r， 涨 落 作 用 过 程 不 占用 时 间 (等 价 于 刚性 
碰撞 ) 。 

假设 是 整个 系统 的 粒子 数 , $B(r) 是 粒子 随 位 移 的 归 一 化 几率 密度 分 布 函数 
(PDF) ， 由 于 空间 的 各 向 同性 , B( - r) = B( + r)。 则 产生 位 移 dr 的 粒子 数 是 dn = 
NGB(r)dr 。 若 :时刻 粒子 关于 位 置 的 PDF 为 x,t) , 则 4:+ 7 时 刻 粒子 的 PDF 应 为 f(x,t + 
了 )。f(x,t +T) 是 用 x,t) 在 tr 时 间 间 隔 内 ， 粒 子 经 位 移 r 后 而 形成 的 PPF， 所 以 : 


fxst+T) = [fx + Br)ar (2-1) 


上 式 中 ,f(x +r) 取 t 时 刻 的 值 , f(x +r)@(7r) 是 粒子 产生 位 移 r 而 到 达 * 处 的 PDF。 对 
于 可 观察 量 而 言 ,布朗 运动 粒子 产生 的 一 次 位 移 + 和 所 用 时 间 tr 趋 于 零 。 因此 , 对 任意 的 x、 
+ 可 以 用 泰勒 级 数 将 (x,t + r) 关于 r 展 开 ， 取 到 一 级 近似 : 


xia+r) = Hx) tte Ms (22) 
亦 可 将 x+r 处 的 PDF 关于 7 在 * 处 展开 ， 取 到 二 级 近似 : 
Js rrD =f) +r MD + ro (23) 


将 式 22、 式 2-3 代入 式 2-1 中 ,我 们 能 得 到 : 
fst) +r Ms) = = Je 站 + MD + + 7D oar (2-4) 


由 于 多 (r) 是 空间 对 称 的 , B( - >) = (+7)，, 且 是 归 一 化 几率 密度 分 布 函 数 ， 所 以 ; 


and =1 (2-5) 
同时 令 ， 
D= TT FB)ar (2-6) 
则 式 2-4 变形 为 ， 办 
多 全 = DA 人 ~ Dp. Nr) (27) 


式 2-7 就 是 通常 的 扩散 方程 ，D 为 类 系 下 。 

对 于 给 定 的 分 布 函数 (7r) , 若 式 2-6 右边 的 积分 项 收敛 ， 则 式 2-7 明显 地 看 出 为 定 态 
的 扩散 方程 ， 为 扩散 系数 。 此 时 式 2-7 有 通 解 ， 形 式 为 高 斯 分 布 函数 : 

(xD = (4mDt) -ae 翰 (2-8) 

由 此 得 出 结论 ， 布 朗 运 动作 为 一 个 随机 过 程 ， 其 PDF 是 高 斯 分 布 函数 。 实 际 上 ， 爱 
因 斯 坦 假设 的 一 、 二 条 满足 了 概率 理论 的 中 心 极 限定 理 的 条 件 ( 大 数 定理 ) ， 直 接 从 中 心 
极限 定理 便 可 得 到 式 2-8 的 结论 。 对 于 布朗 运动 ， 由 于 溶液 分 子 对 悬浮 粒子 的 碰撞 间隔 极 
小 且 有 不 确定 性 而 难以 测量 ， 并 且 其 一 阶 矩 为 零 ， 因 此 我 们 不 得 不 用 运动 粒子 的 空间 位 移 
的 方 均 根 值 (WMSD) 来 表征 布朗 运动 粒子 在 一 段 时 间 内 的 空间 移动 情况 。 由 式 2-8 可 得 一 
维 的 MSD 为 : 


VE= fs) a = VD (2-9) 


正 是 根据 这 一 结论 ，Jean Perrin 等 精确 地 测量 了 阿 伏 俐 德 罗 常数 ， 最 终 确定 了 物质 的 
原子 理论 的 地 位 。 通 常 把 式 2-9 称 为 爱 因 斯 坦 关系 。 


2.1.3 阿 伏 伽 德 罗 常数 的 测量 


由 流体 中 的 菲 克 〈Fick) 定律 、 斯 托 克 斯 (Stokes) 定理 ,我 们 可 以 算出 半径 为 4 的 
ls 


刚性 小 球 悬 浮 于 液体 中 的 扩散 系数 为 : 


RT 1 
也 = 六 。 5 (2-10) 
式 中 R 一 一 普 适 常数 ; 
7 一 一 温度 ; 
人, 一 一 阿 伏 伽 德 罗 常数 ; 
ks 一 一 玻 耳 兹 曼 常数 。 


将 式 2-10 代入 式 2-.9， 可 得 时 间 t 内 ， 布 朗 运动 粒子 的 平均 位 移 为 : 


V2 = VIDr = | 度 .! (2-11) 
Gnks 


由 此 式 可 以 测量 出 原子 的 尺度 或 阿 伏 伽 德 罗 常数 。 

正 是 根据 爱 因 斯 坦 的 这 个 关系 表达 式 ，Perrin 测量 得 到 阿 伏 伽 德 罗 常数 为 7. 05 x102 ， 
从 而 葛 定 了 原子 理论 的 基础 ， 并 因此 而 获得 1926 年 度 诺 贝尔 奖 。 

爱 因 斯 坦 对 布朗 运动 的 成 功 解释 ， 开 创 了 微观 统计 动力 学 的 先河 。 


2.1.4 用 计算 机 模拟 布朗 粒子 的 运动 


爱 因 斯 坦 关于 布朗 运动 的 模型 实质 上 是 一 个 马尔 可 夫 过 程 。 原 则 上 ， 对 于 给 定 的 位 移 
分 布 B(r) 和 行走 时 间 分 布 p(T) , 就 可 以 得 出 任意 时 刻 布朗 粒子 在 空间 的 密度 分 布 函数 
(PDF), 

中 (7) 采用 高 斯 分 布 ,p(T) 采用 泊 松 分 布 ， 在 matlabe 系统 中 对 布朗 运动 进行 了 计算 
机 模拟 。 所 得 的 位 移 方 均 随时 间 的 变化 与 爱 因 斯 坦 关系 相同 。< x* > ~ :是 线性 关系 。 说 
明 在 一 般 的 热力 学 扩散 系统 中 ， 布 朗 粒子 运动 的 位 移 步 长 分 布 和 行走 时 间 分 布 应 该 是 高 斯 
和 泊 松 分 布 。 

实际 上 ， 除 了 扩散 以 外 ， 内 摩擦 、 热 扩散 等 许多 的 热力 学 现象 之 根本 正 是 微观 粒子 的 
布朗 运动 。 

如 图 2-3 所 示 为 爱 因 斯 坦 模型 下 布朗 运动 位 移 方 均 -时 间 计 算 机 模拟 ， 图 2-4 所 示 为 布 
朗 运动 单 粒 子 轨道 计算 机 模拟 。 
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200| 粒子 行走 步 数 =300, 实验 粒子 数 =6000 | 粒子 行走 步 数 =3000 步 
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图 2-3 爱 因 斯 坦 模型 下 布朗 运动 粒子 图 2-4 布朗 运动 单 粒子 轨道 计算 机 模拟 


位 移 方 均 -时 间 计算 机 模拟 
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2.2 布朗 运动 的 动力 学 描述 一 一 朗 之 万 方程 
2.2.1 经 典 朗 之 万 方程 的 建立 


爱 因 斯 坦 从 统计 的 角度 成 功 地 用 布朗 运动 模型 解释 了 扩散 现象 ， 但 是 并 没有 给 出 具体 
的 动力 学 描述 。 朗 之 万 在 爱 因 斯 坦 的 基础 之 上 ， 提 出 了 随机 力 假设 ， 建 立 起 了 随机 动力 学 
方程 一 一 朗 之 万 方程 ， 这 对 统计 动力 学 的 发 展 起 到 了 里 程 碑 的 作用 。 
处 于 介质 (液体 或 气体 ) 中 的 大 颗粒 物质 和 介质 的 分 子 构成 了 一 个 复杂 系统 ， 大 颗 
粒 物质 不 断 地 受到 介质 中 的 数量 极 大 的 小 分 子 碰撞 ， 碰 挤 频 率 极 高 。 在 空间 各 向 同性 的 条 
件 下 ， 由 等 概率 原理 ， 在 一 段 时 间 内 这 些 高 频 、 大 数 的 碰撞 冲击 表现 为 均匀 的 作用 ， 表 现 
出 空间 的 对 称 性 。 由 于 大 颗粒 物质 (布朗 粒子 ) 的 质量 远大 于 介质 分 子 的 质量 ， 因 此 ， 
布朗 粒子 的 运动 速率 远 小 于 介质 分 子 的 运动 速率 。 考 虑 布朗 粒子 以 一 定 的 速率 运动 ， 此 时 
空间 的 对 称 性 发 生 破 缺 ， 布 朗 粒 子 所 受到 的 冲击 作用 将 表现 出 非 对 称 性 。 这 种 非 对 称 性 的 
冲击 作用 在 宏观 上 呈现 黏 汪 阻力。 流体 中 的 黏 洁 阻力 对 布朗 粒子 的 影响 可 以 用 斯 托 克 斯 定 
理 描述 (为 简单 起 见 ， 使 用 一 维 空间 的 讨论 ， 多 维 空间 的 行为 可 以 直接 推广 ) : 
mm = 一 (2-12) 
按照 爱 因 斯 坦 的 理论 ， 由 于 布朗 粒子 所 受到 磁 撞 在 空间 和 时 间 上 分 布 的 随机 涨 落 ， 使 
得 碰撞 在 某 些 时 刻 或 某 个 空间 局 域 上 产生 极 大 的 非 对 称 性 破 缺 ， 形 成 强大 的 非 对 称 性 冲击 
力 ， 导 致 了 布朗 粒子 的 随机 运动 。 这 种 非 对称 的 随机 冲击 力 可 以 用 一 随机 变量 #(+) 来 表 
示 。 综 合 以 上 两 种 情况 ， 在 非 相对 论 情形 ， 在 刚性 碰撞 的 模型 下 ， 流 体 中 自由 布朗 粒子 的 
某 一 时 刻 : 的 动力 学 特征 可 以 用 牛顿 动力 学 方程 加 以 描述 : 
mx =— y+é(t) (2-13) 
这 个 关系 首先 由 朗 之 万 (P. Langevin) 提出 来 ， 称 之 为 经 典 朗 之 万 方程 。 
对 于 平衡 的 热力 学 系统 ， 在 各 向 同性 的 空间 中 ， 相 对 于 宏观 测量 时 间 而 言 ， 对 同一 个 
布朗 粒子 ， 刚 性 碰撞 的 冲击 作用 &(:) 的 时 间 平 均 为 零 : 
(é#(t)) =0 (2-14) 
因为 介质 分 子 是 全 同 的 ， 不 同时 间 的 分 子 对 布朗 粒子 的 碰撞 不 可 分 ， 因此， 碰撞 事件 
的 发 生 是 彼此 独立 的 ， 即 不 同时 间 的 随机 力 之 间 的 关联 为 : 
(€(D)é(1)) = 2D5( - 1) (2-15) 


2.2.2 经 典 朗 之 万 方程 的 简单 应 用 


从 经 典 朗 之 万 方程 出 发 ， 可 以 得 到 热力 学 系统 的 一 些 简单 的 性 质 。 对 式 2-13 关于 时 
闻 求 统计 平均 ， 使 用 速度 表象 ， 可 以 得 到 : 
(zx) = (6(2)) =-p(v(t)) (2-16) 


Ee 
Lom 


求解 式 2-16 的 一 阶 常 微分 方程 可 得 : 
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(v(t1)) = (v(0))exp(-p) (2-17) 
式 2-17 中 的 (>(0) 》 为 速度 平均 的 初 值 。 从 初始 时 刻 开 始 到 时 间 :+， 对 一 确定 的 粒子 ， 其 
速度 可 由 式 2-13 得 到 : 


oD) = v(0)er + [ee ) er) de (2-18) 
? 
但 不 同时 刻 的 速度 关联 ， 考 虑 式 2-15， 可 以 得 到 : 
(v(t)v(t)) = (0)exp[ -p(t +4)] + 元 [ep[ -p(n -4)] -exp[-A( +t,)]} 


(2-19) 


从 式 2-19 可 以 看 出 ， 当 系统 经 历 的 时 间 足 够 长 时 t, 、t, 一 ， 系 统 趋 于 平衡 态 ， 此 时 
右边 第 一 项 趋 于 零 ， 相 关 函 数 与 布朗 粒子 的 初 值 无 关 。 因 此 处 于 平衡 态 的 系统 中 的 布朗 粒 
子 的 分 布 与 初 值 无 关 。 


2.2.3 热力 学 噪声 的 简单 介绍 


由 朗 之 万 方程 可 知 ， 决 定 布朗 粒子 的 运动 规律 的 核心 因素 正 是 随机 作用 力 &(1) 。é(1) 
的 性 质 特征 由 系统 的 性 质 特征 所 确定 。 研 究 清楚 系统 的 &(1) 的 性 质 ， 在 很 大 程度 上 也 就 
掌握 了 系统 的 布朗 粒子 的 运动 规律 ， 从 而 掌握 了 系统 的 宏观 性 质 。 

由 于 (4) 的 不 确定 性 ， 类 似 于 通讯 技术 中 的 噪声 ， 我 们 将 ¢(1) 称 为 热力 学 噪声 。 热 
力学 噪声 根据 其 性 质 的 不 同 ， 可 分 为 白 噪声 、 色 噪声 、 乘 性 噪声 等 。 

在 式 2-15 中 ， 不 同时 刻 之 间 的 噪声 彼此 无 关联 ， 称 此 种 噪声 为 白 噪声 。 将 式 2-15 作 
传 里 叶 变换 ， 得 到 噪声 的 傅 里 叶 谱 〈 亦 称 功率 谱 ) : 


F(w) = 去 /e800))d =2D (2-20) 


显然 ， 白 噪声 的 全 里 叶 谱 是 常数 ， 与 频率 无 关 。 也 可 以 说 傅 里 叶 谱 与 频率 无 关 的 噪声 
便 是 白 噪声 。 如 果 白 噪声 满足 高 斯 分 布 ， 则 称 为 高 斯 白 噪声 。 相 应 地 ， 不 同时 刻 的 噪声 彼 
此 关联 ， 此 类 噪声 称 为 色 品 声 ， 色 噪声 的 谱 和 频率 有 关 。 相 关 函 数 满足 高 斯 分 布 的 色 品 
声 ， 称 为 高 斯 色 噪 声 。 

与 随机 变量 无 关 的 噪声 称 为 加 性 噪声 ， 此 类 噪声 通常 表现 为 平衡 系统 的 内 噪声 ， 例 如 
平衡 系统 中 的 朗 之 万 力 ， 其 分 布 与 随机 的 空间 变量 无 关 ， 其 属于 加 性 噪声 。 与 随机 变量 有 
关 的 噪声 称 为 乘 性 噪 声 ， 此 类 噪声 通常 为 外 部 加 给 系统 的 噪声 ， 诸 如 E(x,t) = g(x)é(t)。 

从 式 2-19 可 以 得 到 噪声 与 平衡 系统 宏观 量 之 间 的 简单 关系 。 对 于 经 典 的 热力 学 平衡 
系统 ， 布 朗 粒 子 在 空间 的 密度 分 布 函数 表示 为 麦克 斯 韦 分 布 ， 粒 子 的 能 量 服从 能 量 均 分 定 
理 。 对 于 刚性 、 自 由 的 一 维 运动 球形 粒子 ， 其 所 具有 的 能 量 是 平均 平 动能 为 : 
ksT 
< 

在 长 时 间 近 似 下 ， 对 于 马尔 可 夫 过 程 ， 相 对 于 宏观 量 而 言 4 ~ 已 ， 即 上 -已 ~0，6 + 
~o ， 因 此 式 2-19 近似 为 : 

Ey 


(E) = m7(D)) = (2-21) 


(e(n)a(e))》~ (e(Do(D》= (CD》 = (2-22) 
所 以 有 : 
D=p(7(t)) =2 kT (2-23) 


在 三 维 情形 ， 布 朗 粒 子 的 自由 度数 为 3， 相 应 的 扩散 系数 为 : 
6yksT 
mm : 
这 正 是 爱 因 斯 坦 在 1905 年 所 得 到 的 结论 。 从 式 2-20， 式 2-21 可 知 ， 扩 散 系数 D 联系 
了 平衡 系统 的 微观 涨 落 与 宏观 参量 之 间 的 关系 。 孤 立 的 平衡 系统 的 热 浴 能 量 状态 (7 参量 
状态 ) 对 应 了 该 系统 的 微观 涨 落 。 这 正 是 爱 因 斯 坦 关系 的 物理 实质 所 在 。 


2.3 晶 斯 坦 一 乌 伦 贝克 过 程 〈(L. S. Onstein-G. E. Uhlenbeck ) 
2.3.1 乌 伦 贝克 过 程 的 形式 解 
对 于 典型 的 朗 之 万 方程 : 


D (2-24) 


y 
dl) + Dyo0(t) = q(t) (2-25) 


如 果品 声 友 是 高 斯 白 噪 声 , 9; 与 随机 变量 ,无关 ， 则 式 2-25 所 描述 的 过 程 称 为 昂 斯 
坦 一 乌 伦 贝克 过 程 。 特 别 地 ， 当 N =1 时 ,该 方程 退化 为 最 简单 的 布朗 运动 的 形式 。 当 
yy =0 时 ， 对 应 维 纳 过 程 ( Weiner Process) 。 以 下 用 格林 函数 方法 讨论 方程 式 2-28 的 解 。 
考虑 初始 条 件 v.(0) = x,, 则 方程 式 2-28 的 解 可 以 写成 以 下 形式 : 
W(t) = Gi(t)% (2-26) 
式 中 , Gy(4) 为 格林 函数 ， 满 足 初始 条 件 6,(0) = 8, 此 处 引用 了 爱 因 斯 坦 求 和 指标 。 根 
据 微分 方程 理论 ， 格 林 函 数 满足 系统 的 微分 方程 : 


Gi + YaGs =0 (2-27) 
的 解 即 为 式 2-25 对 应 齐 次 方程 的 解 。 式 2-27 形式 解 用 和 矩阵 表示 为 : 
GD) = exp(- 70) = 1 -y+ te (2-28) 


式 2-28 中 矩阵 G、y 的 矩阵 元 素 由 6y 、yy 相 应 表示 ，7 表示 单位 矩阵 。 
采用 常数 变易 法 可 以 求 出 式 2-25 满足 初始 条 件 Cj(0) = 6; 的 特 解 。 令 : 
V(t) = Gi(Do(0) (2-29) 
由 式 2-25 可 得 到 : 
GDE(t) = (0) (2-30) 
定义 格林 函数 的 逆 矩 阵 为 C (t) = G6(-t) , 则 有 : 
CCDG (Ce) = CCDG() = G(t -1') (2-31) 


由 式 2-29 ~ 式 2-31 可 以 得 到 式 2-25 满足 初始 条 件 忆 (0) = 0 的 特 解 : 


v(t) = fog — 1) dr" (2-32) 
最 终 得 到 式 2-25 的 通 解 的 形式 : 
V(t) = Ht) +v(t) = C(t)% + fr) -1)dr’ (2-33) 
2.3.2 矩 的 计算 
考虑 高 斯 白 噪 声 ， 由 式 2-33 可 以 得 到 随机 变量 的 一 阶 和 矩 : 
M(t) = (ww(D》= Go (2-34) 


oa(t) =oi(t) = ([v(t) -《u(O0)][w(o - (v2))]) 
= {Gat) Gt) gad (2-35) 
2 


用 格林 函数 的 微分 方程 和 式 2-35 可 知 ov 满足 下 列 关系 : 
Oy = 一 au 一 oa + gy (2-36) 


在 长 时 间 情 形 下 ， 如 果 和 矩阵 元 素 % 的 特征 值 的 实 部 大 于 0， 则 格林 函数 Gy(1) 变 为 0， 
对 应 ， 


ai(m) = [Ga() 6, gud (2-37) 
1 
而 对 于 极 短 的 时 间 :>0， 用 式 2.28 从 式 2.34， 式 2.35 得 到 : 
MD) = (0(0)) = 5 yo + 二 yao (2-38) 
G0) = gt lyagy + Yngale (2.39) 


在 较 短 的 时 间 内 ， 尽 管 和 矩阵 元 % 确 定 了 随机 变量 的 改变 ， 然 而 一 阶 矩 还 是 由 yy 所 确 
定 。 对 于 一 维 的 扩散 过 程 ,([(6) -《v(+))]*) 正比 于 时 间 ， 比 例 系数 为 扩散 系数 。 


2.3.3 关联 函数 


两 时 间 的 速度 关联 函数 可 以 写 为 : 
Ki(T,t) = 《wu(t+Tr)u(b》 (2-40) 
取 1 时 刻 v(t) 为 初 值 ， 则 式 2-25 的 通 解 可 由 式 2-33 给 出 : 


vt+7) = GDu(D + [Gt -Ed (>0) (2-41) 


将 上 式 代 人 关联 函数 的 表达 式 2-40， 取 平均 后 所 含 的 随机 力 项 被 去 掉 ， 于 是 得 到 
r>0 条 件 下 的 关联 函数 为 : 
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Ki(T,t) = G(T v,(Dv(t)) = G(T)K,(0,) (2-42) 
式 2-42 称 为 衰 碱 定理 。 衰 碱 定理 表明 双 时 间 的 关联 函数 可 以 由 无 噪声 方程 的 格林 函 
数 的 单 时 间 的 矩阵 乘积 而 得 。 


2.3.4 傅 里 时 变换 解 (Rice"s 方法 ) 


对 乌 伦 贝克 过 程 ， 将 其 微分 方程 式 2-25 实施 傅 里 叶 变 换 ， 用 项 波浪 符号 表示 其 傅 里 
叶 谱 后 有 : 


[es = ey (0) | + wy (1) dt 


忽略 时 间 在 正 、 负 无 穷 点 的 项 〈 仅 考虑 有 限时 间 内 的 情形 ) ， 得 到 乌 氏 过 程 的 傅 里 叶 
谱 形式 ， 
也 (wo) = (y + iv) E(w) (2-43) 
引入 随机 变量 和 随机 力 的 谱 密度 矩阵 : 


(VD(w) or (ww)) = msSw(o)5(o -wo ) 
] (2-44) 


(&(w) EF (0')) = mS(o)5(o - w') 
式 中 ,Si (w) = 2gx。 谱 密度 矩阵 由 式 2-43 联系 起 来 ， 最 终 得 到 随机 变量 的 谱 密度 和 矩阵: 
Si(w) = 2(y + iw)7 (y -iwD) a gn (2-45) 
根据 Weiner-Khintchine 定理 ， 谱 密度 就 是 统计 状态 的 关联 矩阵 的 传 里 叶 变换 。 因 此 如 
果 知 道 了 关联 函数 矩阵 ， 也 就 求解 了 密度 矩阵 ， 从 而 得 到 系统 的 相 空 间 的 密度 分 布 函数 。 


2.4 非 线性 朗 之 万 方程 
在 速度 空间 中 ， 一 维 的 广义 朗 之 万 方程 具有 如 下 形式 : 
b=h(v,t) +g(v,t)é(t) (2-46) 

与 式 2-13 比较 ， 满 足 高 斯 分 布 的 白 噪声 强度 项 g(v) 与 随机 变量 v 有关， 此 类 噪声 称 
为 乘 性 噪声 ， 而 强度 项 与 随机 变量 无 关 (函数 变 为 常数 ) 的 情形 则 称 为 加 性 噪声 。 乘 性 
噪声 和 加 性 噪声 的 区 别 并 不 十 分 重要 。 因 为 只 要 对 式 2-46 中 的 随机 变量 作 一 简单 变换 ， 
乘 性 噪声 即 变 成 加 性 噪声 。 实 际 上 对 于 时 间 独 立 的 随机 变量 v,g(v,t) 函数 总 可 以 分 离 变 
其。 所 以 只 要 用 分 离 后 的 g(v) 变 除 式 2-46， 则 与 随机 变量 有 关 的 乘 性 噪声 变 为 与 随机 变 
量 无 关 的 加 性 噪声 。 

由 于 白 噪声 与 时 间 无 关联 ， 因 此 噪声 将 以 阶 路 的 形式 变化 。 相 应 的 随机 变量 的 取 值 将 
出 现 困 难 ， 取 阶 路 的 前 值 或 是 后 值 ? 这 对 于 与 空间 坐标 相关 联 的 噪声 分 布 尤为 困难 。 实 际 
上 ， 物理 上 所 涉及 的 噪声 ， 往 往 是 这 些 尖 脉冲 的 迁 加 ， 这 些 和 迭 加 可 以 看 成 是 有 极 短 的 时 间 
关联 的 噪声 近似 。 这 可 以 归结 为 宽度 趋 于 零 的 5 函数 ( 白 噪声 演化 为 色 噪声 ) 。 此 种 情形 
(平均 ) 将 导致 伪 漂 移 。 

作为 简单 的 例子 ， 伪 漂移 可 表示 为 : 


iD = avw(t) (2-47) 
式 中 ,a 为 常数 ， 其 形式 解 为 : 


v(t) = xexplaf#(T)d dt (2-48) 


此 处 , * = v(0) 对 应 + = 0 时 刻 的 随机 变量 的 取 值 。 设 a(+) 表示 稳定 过 程 的 高 斯 白 品 
声 将 式 2-48 的 平均 进行 震级 数 展开 : 


(explaje(Ddrl)》 =1 + efor)an +2e eC) em Yandn 四 


Pe 
+ 而 /Cel ) el ts)) ddt, 十 


实际 上 为 极 短 时 间 间 隔 的 5 函数 ， 由 许多 的 阶 跃 组 合 而 成 ， 形 成 极 短 时 间 关 联 的 色 品 
声 : 
(e(ti)e(b)) =B(t -4); (ee()…e(b)》=0 


(el(t1) el(t,)) = Bo -Bt -i) 
因此 考级 数 求 和 后 可 得 : 
《eplejecoan) = ep{Bie fe es) ndn} (2-49) 
对 于 非 高 斯 过 程 ， 式 2-48 右边 指数 项 展开 为 赛 级 数 形式 。 考 虑 6 关联 的 随机 力 : 
《5(6)5()》= 25(5 -41) ， 上 式 的 二 重 积分 可 写 为 : 
Jeecyac)a mdr = 2 


最 终 得 到 : 
(v(t)) = xexpla’t! (2-50) 
显然 有 : 
(50)) = a (v(t)) (2-51) 
满足 初始 条 件 : x = v(0)。 虽 然 a 是 实数 (无 论 正 、 负 ) ， 随 机 变量 的 平均 值 将 随 a 纯 
虚 的 指数 增长 ， 或 表现 为 振荡 。 
对 于 小 时 间 (短波 近似 ) ， 随 机 力 将 导致 漂移 : 


CD) eo = ws 
称 此 漂移 为 从 漂移 或 只 声 诱导 漂移 。 
2.5 朗 之 万 方程 的 数值 解 


随 着 计算 机 技术 的 普及 和 发 展 ， 使 得 广泛 研究 线性 和 非 线性 随机 微分 方程 的 数值 解 成 
ST 


为 可 能 ， 并 因此 而 形成 了 研究 统计 动力 学 的 一 个 新 的 领域 〈 分 子 动力 学 的 数值 方法 ) 。 数 
值 方法 的 基本 思想 是 将 求解 微分 方程 的 边界 条 件 积分 退化 为 求 和 ， 然 后 用 计算 机 进行 数值 
求 和 运算 。 求 和 的 近似 精度 取决 于 时 间 的 间隔 选取 。 

考虑 一 维 的 朗 之 万 方程 式 2-13。 当 介质 为 过 阻力 条 件 时 ， 惯 性 项 作用 可 以 忽略 。 在 稳 
定 情形 ， 黏 滞 系 数 为 常数 ， 热 洽 噪声 为 高 斯 白 噪 声 。 这 些 导 致 了 最 简化 的 朗 之 万 方程 
(无 量 纲 标 度 ) : 

X(t) = 专 ( (2-52) 

不 失 一 般 性 ， 对 任意 的 第 ”个 粒子 ， 选 取 随机 变量 初 位 置 为 x,(0) = xw。 在 0 ~ 了 时 
间 内 ， 将 时 间 间 隔 等 间隔 划分 为 M 等 份 ， 每 一 份 长 短 为 r = TAM。 则 对 于 马尔 可 夫 过 程 ， 
在 T 时 刻 的 位 置 坐标 为 : 


MM 
x,(7) = f(D) de ~ DéliD (2-53) 


上 式 中 的 噪声 由 确定 分 布 经 计算 机 产生 。 则 对 于 N 个 粒子 所 构成 的 系统 ， 随 机 变量 
的 1、2 阶 原点 矩 分 别 为 《采用 爱 因 斯 坦 求 和 符号 ) : 


(9 = hE EEN r= (mr 
(7) = eiT) re (2-54) 


式 2-57 可 由 一 般 的 计算 机 系统 数值 计算 。 

对 一 般 情形 ， 黏 洁 阻 力 与 随机 变量 有 关 ， 噪 声 变 为 分 布 与 随机 变量 有 关 的 乘 性 噪声 。 
即使 无 外 部 扰动 ， 朗 之 万 方程 也 是 复杂 的 非 线 性 方程 。 此 种 情形 可 以 采用 Kramers-Moyal 
展开 。 为 此 ， 将 速度 空间 的 朗 之 万 方程 写成 积分 形式 ， 


x(t+T) -x(t) = 6x = Jax(eo ,0) + g(x(t) ,4°)E(0) di} (2-55) 


注意 此 处 的 r 值 是 小 量 ， 可 将 hg 函数 在 x(t) = x* 点 展开 为 宕 级 数 : 

h(x(2°) ,1) = h(x,") + h(x,t) [z(t) -x] 十 入 

B(x(1) ,1) = g(x,t) + B(x) x(t) -x] + (2-56) 
将 上 式 代入 积分 方程 式 2-55 ， 两 边关 于 时 间 取 平均 ， 得 到 : 


Cx(1+7) -x) = hrsrdr + { fax) hr) ded + 


二 Je'Cxst) g(x, ) de + (2-57) 


在 时 间 间 隔 上 足够 小 时 ， 得 到 矩 的 关于 时 间 导 数 表 达 式 : 
了 


DO (xD = h(x,t) + E(x,t) ex) 


DY (#4) = (zi 人 


D(x,t) =0; n>3 
(n + 1) + 时 刻 的 随机 变量 可 计算 为 (马尔 可 夫 过 程 ) : 
x((n+1)7) =x(nr) +DY (x(nTt) ,nTt) t+ VD (x(nt) ,nr) w (2-59) 


式 中 ，w, 为 独立 的 高 斯 随机 变量 ,满足 (w,》= 0, (zw:》= 25%, 可 由 计算 机 直接 产生 。 
由 式 2-59 可 以 算出 一 步行 程 的 随机 变量 ， 其 误差 等 于 1/6。 
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3 ” 福 克 一 普 朗 克 方 程 


朗 之 万 方程 描述 了 平衡 系统 中 粒子 动力 学 轨道 的 统计 性 质 。 但 是 ， 无论 是 线性 的 或 是 
非 线性 的 朗 之 万 方程 ， 尤 其 是 非 线性 方程 ， 其 解 相当 困难 。 系 统 分 布 函数 的 微分 方程 最 先 
由 A. D. Fokker (1914 年 ) 和 M. Planck (1917 年 ) 导出 ， 因 此 称 为 Fokker-Planck 方程 。 
福 克 一 普 朗 克 方 程 从 系统 的 分 布 函数 和 密度 函数 的 演变 出 发 ， 描 述 了 系统 的 统计 动力 学 规 
律 。 


3.1 福 克 一 普 朗 克 方 程 的 导出 
本 节 分 别 从 朗 之 万 方程 、 主 方程 得 到 系统 的 福 克 一 普 朗 克 方 程 。 
3.1.1 克 莱 默 斯 一 英 依 尔 展 式 
为 简便 考虑 一 维 问题 。 从 时 刻 到 + + + 时 刻 的 概率 密度 唉 迁 为 : 
Wt + 5) = POs + e's Wt) de! (3-1) 


上 式 中 PP 为 时 间 间 隔 r 内 粒子 从 *' 跳 动 到 x 的 概率 。 在 路 迁 概率 P 确定 后 ， 随 机 变量 
的 各 阶 矩 可 以 表示 为 : 


Ms(x tr) = ([é(t + 7) -E20)]") lew. = Je —x')"P(x,t + Tx',t) dx (3-2) 
则 概率 跃迁 的 特征 函数 可 以 表示 为 : 
C(k,x',t,T) = fp, +Tlz',t)dxz =1+ Dy (4)* 0) (3-3) 


上 式 中 的 第 二 个 等 式 使 用 了 指数 函数 的 泰勒 展 式 。 从 式 3-3 可 知 路 迁 概率 函数 
P(x,t + T|x',t) 是 特征 函数 的 C(k,x',t,T) 的 傅 里 叶 逆 变 换 : 


P(x + the’) = eC tT) (3-4) 
因为 n>0， 考 虑 6 函数 的 性 质 最 终 得 到 概率 路 迁 函 数 的 表达 式 : 
Peerrlz,D = {+ 3 (EE) Ms) BGs-*) (3.5) 
将 式 35 代入 式 3-1， 考 虑 + 很 小 ， 由 微分 的 性 质 得 : 
Wt + 1) — W(x,t) = 三 (2) Md) jw) = ED + On) 
(3-6) 
is 


上 式 等 式 右边 第 二 项 为 二 阶 以 上 高 阶 无 穷 小 量 。 假 设 矩 M, 可 以 关于 t 展 为 泰勒 级 数 。 
考虑 到 Tr =0 时 传输 概率 为 初 值 P(x,t|x',1) = 5(x -zx ) , 则 展 式 得 0 级 项 必 为 0， 因 此 展 式 
中 的 寡 次 ">1， 略 去 二 阶 以 上 无 穷 小 项 有 : 


人 = DD" (x,t) t+ O(n) (37) 
将 式 3-7 代 人 式 3-6， 得 到 克 莱 默 斯 一 莫 依 尔 展 式 : 
AaW(x,t) _ 0 \" pe A 
i Z(- 起 ) DI Wx,t) = LW (3-8) 


上 式 中 ，D" 为 短 级 数 的 展开 系数 ， 称 为 克 莱 默 斯 一 莫 依 尔 展 开 系数 。 考 虑 粒子 从 x 
有 跃迁 到 *， 得 到 的 表达 式 以 * 为 变量 ， 得 到 的 方程 称 为 克 莱 默 斯 一 莫 依 尔 向 前 方程 ， 算 符 
为 Liw; 而 当 逆向 跃迁 时 ， 得 到 的 方程 将 以 x' 为 自 变 量 ， 称 为 克 莱 默 斯 一 莫 依 尔 向 后 方 
程 ， 算 符 记 为 Za。 
将 克 莱 默 斯 一 莫 依 尔 展 式 在 二 阶 以 上 项 略 去 ， 则 得 到 形式 的 福 克 一 普 朗 克 方 程 : 
sD = 5(-2) od We = Low (39) 


3.1.2 从 朗 之 万 方程 推导 福 克 一 普 朗 克 方 程 


从 随机 变量 轨道 所 遵循 的 朗 之 万 方程 出 发 ， 求 出 各 阶 跃 迁 矩 ， 最 后 得 到 福 克 一 普 朗 克 
方程 。 考 虑 时 间 间 隔 z 极 小 且 过 阻尼 情形 的 一 维 积分 形式 的 朗 之 万 方程 ; 


z(t+7) -sx(D = ULz(o) 2] + eLe() ,eC ) dr (3-10) 


如 果 阻 尼 函 数 /、 噪 声 幅 度 函 数 g 可 在 随机 变量 x(1) 的 邻 域 展 为 罕 级 数 〈 这 需要 这 些 
函数 在 该 邻 域内 解析 或 连续 可 导 ) ， 朗 之 万 方程 式 3-10 可 变形 为 : 


s(t+7) -xz(D = Ax) de + fxs0) [elest) ard + 


N's) fal ) eC ) drde + + faxst)EC) de + … 


(3-11) 
考虑 噪声 (1) 为 高 斯 白 品 声 ， 其 关于 时 间 的 关联 为 0。 最 后 得 到 各 阶 矩 为 : 
M(x,4,7) = (xz(t+T) — x(t)) = If(x,t) + De'(x,t)g(x,t) | t+O(r) 
M(x,t,5) = ([x(t +7) -zx]2?》= 2Dg°(x,t) Tt + O(n) (3-12) 
M(x,t,T) = ([x(t +7) -x]")<0 
将 式 3-12 代入 式 3-7 和 式 3-8， 相 当 于 对 克 莱 默 斯 一 莫 依 尔 展 式 只 取 到 线性 项 ， 我 们 
得 到 福 克 一 普 朗 克 方 程 的 具体 形式 : 


， 
ED Es) + pels es) I Ws) + D ENE (sD) Wd)| 


(3-13) 
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3.1.3 从 主 方 程 导出 福 克 一 普 朗 克 方程 
3.1.3.1 主 方 程 的 导出 
根据 马尔 可 夫 过 程 的 定义 ， 系 统 的 联合 概率 密度 〈 不 同时 刻 处 于 不 同位 置 的 概率 分 
布 ) 可 以 表示 为 : 
Pl stsxa tas, ) = PC 6)P(m st |x2,t) P(x | ,5) (3-14) 


概率 函数 中 的 分 隔 号 前 为 条 件 概率 的 条 件 。 要 考虑 所 有 的 中 间 过 程 ， 则 上 式 必须 两 边 
对 为 求 积分 ， 有: 
Plxistism ss) = Pst) Pst lst) Pmt), ) de (3-15) 
由 联合 概率 的 性 质 : 


Palm = RE 


则 有 : 
Pt dest) = Pn les) Prt ln) de (3-16) 


通常 称 式 3-16 为 查 普 曼 - 科 尔 莫 哥 洛 夫 (Chapman-Kolmogorov) 方程 。 查 普 曼 - 科 尔 莫 
机 洛 夫 方 程 是 所 有 马尔 可 夫 过 程 所 遵循 的 关系 。 
对 式 3-15 关于 ”积分 ， 并 考虑 联合 概率 的 性 质 ， 可 得 : 


Pei) = Ps) Pt lss) P(r leh) deade 


(3-17) 
= [Psst) P(x ls, ) de 
将 式 3-17 对 时 间 做 平移 ， 即 得 : 
Pa) = [P(t) Psst |x) de (3-18) 


可 将 时 间 写 为 4 =4，? =4+t。 式 3-18 变形 为 : 
Prt + 7) = [Plt) P(r st lt + T) de (3-19) 


对 于 小 时 间 间隔 r， 将 式 3-19 中 积分 号 中 的 条 件 概率 项 关于 r 展 为 泰勒 级 数 ， 略 去 二 
阶 以 上 的 高 阶 无 穷 小 量 。 根 据 导数 的 定义 和 归 一 化 条 件 及 初始 时 刻 粒子 具有 确切 的 位 置 : 
fp t+ dr = 1; Plxtleast) = 6(xs —%) (3-20) 

并 定义 单位 时 间 的 条 件 概率 : 


已 了 
Elite (321) 


Wx lx) = lim 
则 从 式 3-19 ~ 式 3-21 可 得 :+t 时 刻 的 概率 密度 分 布 为 : 
Pssst + 7) = PLD + {Pet) Wore2) - P20) W(x | ) 1 dx (3-22) 


.23. 


对 于 小 r， 根 据 导 数 的 定义 ， 即 得 : 


时 过 = IW ls) P(x,t) - W(x]x') P(x,t) 1 dx’ (3-23) 


式 3-23 即 主 方程 ( Master Eqaition) ， 表 征 了 空间 某 点 x 处 的 概率 密度 随时 间 的 变化 
率 ， 等 于 单位 时 间 内 流 人 该 点 的 几率 流 减 去 单位 时 间 内 由 该 点 流出 的 几率 流 。 

3.1.3.2 从 主 方程 导出 福 克 一 普 朗 克 方 程 

设 X 是 一 个 连续 的 随机 变量 ,，y 是 一 个 连续 的 随机 小 量 ， 将 主 方程 式 3-23 左边 第 一 
项 的 随机 变量 变换 为 : *' = 在-y， 相 应 地 第 二 项 的 随机 变量 变换 为 x' = 下 +y， 并 定义 函数 
T= (X,y) = W(XIX+y), 则 主 方程 的 形式 变 为 : 


POD fT yp)PX yD) -TX PO Ldy (324) 
将 式 3-24 右边 第 一 项 展 为 关于 y 的 守 级 数 ， 即 得 克 莱 默 斯 一 葛 依 和 尔 展 式 ， 
2200 - [Da GP ley = 5 GG 六 op) 
(3-25) 
如 果 式 3.25 的 求 和 式 只 取 到 二 阶 项 ， 即 得 福 克 -一 普 朗 克 方 程 的 形式 ， 为 式 3.9。 
3.2 ” 福 克 一 普 朗 克 方程 解 的 基本 形式 
3.2.1 线性 和 稳定 情形 下 的 几率 流 


在 二 阶 截断 后 〈 略 去 二 阶 以 上 小 量 /二 阶 以 上 的 矩 ) ， 克 莱 默 斯 一 莫 依 尔 方程 变 成 了 
福 克 一 普 朗 克 方 程 。 实 际 上 ， 对 于 非 线性 的 朗 之 万 方程 ， 漂 移 系数 D" 和 扩散 系数 D” 分 
别 由 一 、 二 阶 的 克 莱 默 斯 一 莫 依 尔 展开 系数 所 定义 。 此 时 空间 的 概率 分 布 随 时 间 的 变化 率 
由 福 克 一 普 朗 克 方 程 所 确定 : 


W(x,t) = LipW(x,t) 
3-26 
Lrp = 一 R&D (x,0) + | (222) 
定义 : 
S(x,t) = {Dp™ (xt) -Dox 人 jz (3-27) 
,) = Xs pe » ;| 
则 福 克 一 普 朗 克 方程 变形 为 : 
W(x,t) ,95(x,t) _ 0 (3-28) 


ot Ox 


因为 随机 变量 * 是 连续 的 ， 所 以 式 3-28 是 一 连续 性 方程 ， 对 应 的 函数 S(*,t) 应 理解 
为 几率 流 。 在 封闭 系统 中 或 在 自然 边界 条 件 下 ， 连 续 线性 方程 所 描述 的 概率 密度 函数 应 是 
归 一 化 的 : 


J Wddr =1 (3-29) 
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在 定 态 或 稳定 过 程 中 ， 几 率 流 应 该 是 常数 ， 而 在 自然 边界 条 件 下 ， 概 率 流 必须 为 0。 
通过 给 定 的 边界 条 件 ， 由 福 克 一 普 朗 克 方程 可 以 计算 出 概率 密度 分 布 函数 。 考 虑 线性 朗 之 
万 方程 所 描述 的 稳定 过 程 ， 此 时 的 黏 滞 阻 尼 系 数 、 扩 散 系数 均 为 常数 ， 即 D0) = - yu， 
De = yksT/m, 则 从 几率 流 的 定义 式 3-27 得 到 速度 空间 的 几率 流 表达 式 (因为 + 为 任意 
的 随机 变量 表示 ) : 


三 YksT 9 
5= (-w -wn) =0 (3-30) 


在 自然 边界 条 件 下 求解 一 阶 的 线性 微分 方程 ， 可 以 简捷 地 得 到 此 线性 系统 的 密度 分 布 
函数 在 速度 空间 的 解 的 表达 式 为 才 克 斯 韦 分 布 函数 : 


也 太一 my - 
W(v) = pt ad bi (3-31) 


3.2.2 短 时 间隔 的 跃迁 密度 函数 


通过 福 克 一 普 朗 克 算 符 推导 小 时 间 间 隔 的 跃迁 密度 函数 的 另 一 种 表达 形式 。 对 于 概率 
密度 跃迁 函数 ， 在 短 时 间隔 条 件 下 ， 福 克 一 普 朗 克 公 式 中 漂移 项 的 x 代 换 为 x"， 式 3-5 变 
形 为 : 


P(rt+ rh) = (2&2™ (ee + ED (4,0) rs -x') (3-32) 


对 于 小 r， 上 式 等 价 于 自 变量 为 z 的 指数 函数 的 寡 级 数 的 线性 项 截断 ， 因 此 上 式 可 以 写 
为 : 


P(xst + Tlx',t) = [ep{( 2 R&D" (x,0) + BD (0) es -x') (3-33) 


考虑 6 函数 的 傅 里 叶 变换 ， 式 3-33 则 可 写 为 : 


P(x,t + tIx',t) =[exp{1 一 (Bo + pe do 


二 1 xp{ls =*’ = D(x',t) 7] 
1 pe 人 
由 于 式 3-34 中 的 漂移 系数 和 扩散 系数 显 含 *、t， 因 此 上 式 不 仅 对 小 + 有效 ， 而 且 对 

所 有 的 + > 0 均 有 效 。 由 式 3-34 得 到 了 n 阶 相关 逢 : 


Max's47) = (x — x) "P(xst + lx’) de (3-35) 


利用 传 里 叶 变换 的 性 质 : 


J xexp[ ~ (« -B)?]dz = (2i)™ VnH,(ip) 


此 处 及 (x) 为 厄 密 多 项 式 (Ho = 1,H， = 2x,H = 4z -2…) ,将 式 3-34 代入 式 3-35， 
得 到 对 应 相关 和 矩 的 表达 式 : 
i 


及 (ci2D) = [i VBI TH, (iD (et) VE (3-36) 


DY (x',t) 
将 = 阶 矩 关于 短 时 进行 泰勒 展开 ， 取 到 线性 项 ， 得 到 (Mo。 = 1) ,对 于 Mi : 
DO(x',t) n=1 
全 人 - DO(x,t) n= | (3-37) 
0 n>3 


对 已 知 的 相关 和 矩 的 形式 ， 如 式 3-37 ， 即 得 到 式 3-34 所 描述 的 几率 密度 跃迁 函数 : 


， 1 pV (rr Fp (rr 
P(x,t + Tlx',t) = xp1 =- [ED 1) + -一 D ,t) jr - 
(6 2 VD Tt r{ 降 a )) 


[zz-(ootzo -2 ao 中 


4D (x) Tr } (3-38) 


3.2.3 路 径 积分 求解 几率 密度 分 布 函数 


从 概率 的 初始 条 件 出 发 ， 根 据 查 普 曼 一 科 尔 莫 哥 洛 夫 方程 ， 应 用 路 径 积分 方法 求 出 概 
率 密度 函数 。 把 时 间 段 -@ 分 成 W 个 微小 等 间隔 段 ， 每 个 段 的 长 度 为 r = (4 - 6)/N。 则 
我 们 将 任意 的 % 时 刻 表示 为 4 = fb + mr, 4 = 4 + Nt。 如 果 初 始 的 跃迁 概 率 密度 分 布 为 
(xfo), 由 条 件 概率 的 知识 ， 考 虑 马尔 可 夫 过 程 ， 得 到 上 时刻 的 概率 密度 分 布 为 : 


Wx,t) = JPG stye Pres st ewestnea) 
P(x ,6 |xosto) W(xo ,to) dxodx, dxw- (3-39) 


当 N 趋 于 无 穷 大 时 ， 时 间 间 隔 趋 于 0， 则 可 将 每 个 小 时 间 间 隔 的 跃迁 概率 式 3-34 代 
人 式 3-39 得 : 


本 
WA -如 让/ 三 2 A i 


T [zi ~-% ~ (DY (xt) Tt) En 
[er{- 2 4DG x4) T He a 

上 式 称 为 自由 布朗 粒子 的 传播 子 。 对 于 非 负 的 初始 分 布 ， 由 于 式 3-40 中 的 各 项 为 正 ， 
因此 分 布 函 数 是 非 负 的 。 

下 面 讨论 路 径 积分 的 一 个 具体 应 用 : 广义 的 晶 萨 格 一 马 狗 卢 普 (Onsager-Machlup) 
函数 。 对 于 过 阻尼 的 情形 ， 则 朗 之 万 方程 中 的 惯性 项 可 忽略 ，( 因 为 加 速度 趋 于 零 ) 短 时 
间 的 位 移 可 以 表示 为 : 

is ti =) (3-41) 

将 式 3-41 代入 路 径 积分 的 表达 式 3-40， 当 N 趋 于 无 穷 大 时 ， 求 和 运算 变 为 积分 运 
算 : 

本 


SC6) = DY (st), Ha) = DY x(t) ,IF pay i: 
i EC 


式 3-42 中 的 右边 积分 号 内 的 项 称 为 昂 萨 格 一 马 钢 卢 普 函 数 。 将 式 3-42 代入 式 3-40， 

很 容易 看 出 ， 对 于 扩散 系数 很 小 的 情况 ， 要 保证 密度 函数 有 界 ， 在 空间 有 扩散 且 又 有 分 
布 ， 则 指数 项 中 的 分 子 必 趋 于 0， 即 : 

(1) = DY (x,t) (3-43) 


这 正 是 黏 滞 阻 尼 所 导致 的 经 典 轨迹 ， 为 斯 托 克 斯 公式 所 描述 。 


3.3 多 变量 的 福 克 一 普 朗 克 方 程 
考察 个 随机 变量 序列 ; |x| = x, ,x,，,…,x,， 对 于 马尔 可 夫 过 程 ， 将 单 变量 在 1 +T 时 
刻 的 密度 分 布 函 数 推广 为 : 
Wl s+ 7) = POsh s+ thle ,0) Wl ,0) dN (3-44) 
积分 元 dx 的 上 标 N 表示 随机 变量 空间 的 维 数 ， 相 应 的 积分 变化 为 多 重 积分 。N 变量 
的 8 函数 表示 为 ; 
6( x1) = 6(%)8(x,) "8(xy) (3-45) 
在 多 变量 函数 中 ， 采 用 重复 拉丁 符号 表示 求 和 便于 书写 符号 。 对 于 多 变量 的 密度 唉 迁 
函数 ， 采 用 重复 拉丁 符号 表述 方式 可 以 表述 为 : 
PC -itzl) = JEGyl ~ lzhDP(yle+rlelody (3-46) 
6 函数 的 泰勒 展 式 采用 重复 拉丁 符号 表示 ， 可 以 表示 为 : 
5 = {x1) =8(1x} ~ 171) =BCz -xl + 1y} -ilz) 
衣 


1 让 4 
可 se 
马 vO Tn) Cp xa) -oh) EEE (ix ~ {zx|) 


= 允 二 关 导 0 - 动 )Op 一共)…(9 一 芭 )8( x'| -lzl) 
(3-47) 
将 式 3-47 代入 式 3-46 得 到 : 
P(rl etrel,t) = {1+ 5 (xn J 4) - ix) 


A v! xn 0x)2*" Ox 


(3-48) 
上 式 中 的 第 v 阶 逢 定义 为 : 
Ma Nxt) = [0% = 1) C78 = 4) 9 — x) P(N) s+ ls, ) dy 
(3-49) 


将 式 3-49 的 v 阶 矩 关于 小 t 作 短 级 数 展开 得 : 
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(lzx},t) t+O(r) (3-50) 


{zl tT 9 
Ms i = Dh 


将 式 3-48， 式 3-50 代入 式 3-44， 得 到 在 t 趋 于 0 时 的 克 莱 默 斯 一 莫 依 尔 展 式 : 


aW({zl,t) 总 (97 po 
PED 3 ll Wd) (3.51) 
式 3-51 在 初始 条 件 为 : 
W( {x},t) = P(x} ,er |x ,0) = 6( {zx} — {x"}) (3-52) 


的 解 即 跃迁 概率 密度 函数 P。 相 应 地 ， 跃 迁 概率 密度 的 向 前 方程 可 以 写 为 : 


PO SD 0) pe, ,sl ,PC sl sl lel,t) 


名 丙 琶 2 
= x} ,DPCizl ,elilz ,1) a 
相应 的 ， 对 于 初始 条 件 : 

W( {x} ,2) = P(x'},t | |x) ,2) = 6( {x} - 1x}) Gy 
向 后 跃迁 概率 密度 方程 的 形式 则 为 : 


op( x},t| {zl,t) _ < (3)" 
at 和 dv xno, 


Daa 4x} ,PC x} ,t) jx ,) 


=— Liw( {x} ,t)P( {zx} ,t| {x’} ,2°) (3-55) 
将 路 迁 概率 密度 方程 在 二 阶 截断 (会 去 二 阶 以 上 项 ) ， 即 得 向 前 和 向 后 的 福 克 一 普 朗 
克 或 科 尔 英 哥 洛 夫 方 程 。 向 前 跃迁 的 福 克 一 普 朗 克 方 程 为 : 


oP( {slyt| (xl,t) 
ot 


Op,( a) ,P(e) size 


9 
-六 D(z) + 天 


=Lrp( x} ,2) PC lx} ,tl {xr} ,1°) (3-56) 


而 向 后 福 克 一 普 朗 克 方 程 则 为 : 


oP( {#1 ze 


Del PCa al,t) 


Bi0% 


= 旋 D.( x st) 十 


= Li 1a ,DP sl stl Ie ,0) (3-57) 
将 概率 密度 函数 W( |x| ,:) 乘 以 向 前 或 向 后 的 福 克 一 普 朗 克 方程 ， 即 得 到 关于 概率 密 

度 函 数 的 福 克 一 普 朗 克 方 程 ， 
Ws) = org(iz (3.58) 


注意 ， 在 算 符 Lee 中 ,将 克 氏 系数 的 上 标 略 去 ， 相 应 的 一 、 二 阶 系数 的 区 别 则 有 下 标 表示 。 

通过 求解 向 前 或 向 后 唉 迁 方程 ， 可 以 得 到 关于 唉 迁 几率 密度 的 表达 式 。 可 以 很 方便 地 
求 出 向 前 跃迁 方程 的 形式 解 。 考 察 向 前 跃迁 方程 式 3-53， 其 初始 时 刻 为 : 的 初始 条 件 为 8 
函数 的 形式 解 为 : 
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Pl(lxl 时 ix 中 2) = 6(1x| ~ {x'l)exp[ Lrv( {x| )(z — 1")] (3-59) 
采用 戴 胜 ( Dyson) 级 数 ， 式 3-59 可 以 表述 为 : 


a a 


POs tl Halse") =6( x -fal)[1+ [an fa f dsb Nhs) Hel se)] 


=8C1s} ~ wD) FL + Bf fa farsi Nh si) 6)] 
(3-60) 


注意 时 间 序 算 符 了 ， 它 将 大 的 时 间 间 隔 转 换 为 小 的 时 间 间 隔 。 上 式 的 方 括号 的 求 和 
在 时 间 变换 算 符 条件 下 ， 将 转换 为 指数 函数 ， 并 对 小 的 时 间 间 隔 r ， 由 指数 函数 转换 为 者 
级 数 ， 最 后 得 到 : 


P(ixzl ,tl 1x’} ,1') =6(1x! - x"1) Fexp[ fx 1x1 ,0") ade"] 
=6( x} — {x'|) {1 + Leow( zx},t) T+O(r)| (3-61) 
定义 函数 : 
83 = DW- DW (3-62) 
ax 
则 福 克 一 普 朗 克 方 程式 3-56 变形 为 连续 性 方程 : 
+ 0 (3-63) 
显然 函数 $, 表 征 了 几率 流 特征 。 对 于 自然 边界 条 件 或 封闭 系统 ， 概 率 密度 函数 多 必 
须 是 归 一 化 的 函数 。 
3.4 福 克 一 普 朗 克 方 程 解 的 几 种 解 


在 这 一 节 里 ， 我 们 归纳 出 福 克 一 普 朗 克 方程 的 系列 解法 ， 以 便于 在 以 后 的 讨论 中 引 
用 。 从 简单 的 一 维 情况 开始 来 讨论 福 克 一 普 朗 克 方程 的 解 。 对 于 漂移 系数 和 扩散 系数 与 时 
间 无 关 的 情形 ， 我 们 所 得 到 的 福 克 一 普 朗 克 方 程 的 形式 为 : 

ED) Lo Ws) = ED 
Les =- LD (x) + DY (x) (3-64) 
Wy Ox” 


式 中 ,W(x,1) 表示 了 密度 分 布 函数 ，S(x,z) 表示 几率 流 。 如 果 粒 子 处 于 势 场 V(x) 中 ， 在 
过 阻尼 情形 ， 布 朗 运动 粒子 的 漂移 、 扩 散 系数 分 别 为 ; 
SS ey 
(0 = Oo 09 = 
式 中 ，m 表示 布朗 粒子 的 质量 ; 7 为 环境 热 浴 的 温度 ;7 表示 环境 对 布朗 粒子 的 黏 滞 系 
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数 ; -Y"(x) 势 场 梯度 ， 也 即 外 作用 力 。 以 下 为 一 维 的 福 克 一 普 朗 克 方程 的 解法 。 
3.4.1 标 度 理论 


标 度 理论 的 实质 是 实施 坐标 变换 ， 得 到 简化 的 福 克 一 普 朗 克 方 程 。 对 随机 变量 实施 坐 
标 变换 *”= y = y(x), 则 可 将 与 坐标 有 关联 的 扩散 系数 变换 为 任意 的 正 的 常数 D>0。 此 
时 的 扩散 系数 将 表示 为 : 


Do =D = ( 划 22(o) (3-65) 
变换 关系 为 
y =7(7) -| [pas (3-66) 
变换 后 的 漂移 系数 为 : 
Dy) = PpV (x) + 时 = Pr de -二 2 (3-67) 


ee 


0D -|{- BD + Da 3]w(， ) (3-68) 


此 处 W'(y,t) 的 定义 为 : 
W'(y,t) =J° w= () w= 人.w (3-69) 


上 式 中 的 / 是 坐标 变换 的 雅 可 比 行列 式 。 不 失 一 般 性 ， 我 们 得 出 常 扩散 系数 的 福 克 一 
普 朗 克 方 程 : 


全 7 . pir}™ Ct) 0320) 
上 式 中 , S(x,t) 为 几率 流 ， 其 中 的 势 函数 定义 为 
f(x) =- [DY (x') qx’ (3-71) 


由 于 尹 是 任意 的 ， 不 妨 取 口 =1。 当 然 ， 这 种 标 度 对 于 弱 噪 声 近 似 的 表述 具有 不 便 的 
一 面 ， 仍 可 以 将 D 保留 在 方程 中 。 


3.4.2 定 态 解 


稳定 系统 中 ， 几 率 流 在 空间 的 分 布 恒定 ， 不 随时 间 变 化 ， 因 此 由 福 克 一 普 朗 克 方程 导 
致 的 连续 性 方程 的 解 应 为 常数 。 如 果 在 空间 中 某 点 的 几率 流 为 0， 对 于 孤立 系统 ， 则 由 于 
稳 态 的 性 质 ， 整 个 系统 的 几率 流 必 为 0， 即 5=0。 对 于 S=0， 由 福 克 一 普 朗 克 方 程 可 以 
得 到 : 

DO (zx) 


DY (了 CD = p(s 


Te D(x) W(x) = R&D? (OW, (x) (3-72) 
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定义 势 函 数 : 


DV 
P(x) = lnD2 (x) -|S (3-73) 
直接 对 式 3-72 ne 
DY (x') 
W(x) = Pe el 2 dz = Nexp| - B(x)| (3-74) 


对 于 稳定 的 朗 之 万 方程 ， 可 以 把 势 函数 定义 为 B(x) = f(x)/(kT), 标 度 后 变 为 
(x) =f(x)/D, 此 时 的 几率 流 可 以 表示 为 : 


S(x,t) =—- D(x)e Ele Wr) | (3-75) 


由 于 稳定 态 的 5 为 常数 ， 因 此 ， 任 给 一 个 5 值 ， 应 该 有 稳定 的 密度 分 布 函数 : 
ee 
De (x') dx 
上 式 得 到 的 稳定 态 的 密度 分 布 应 该 是 归 一 化 的 分 布 函 数 ， 因 此 加 上 边界 条 件 就 可 以 确定 
积分 常数 V。 福 克 一 普 朗 克 方 程 的 定 态 解 是 一 个 十 分 重要 的 解 。 因 为 封闭 系 中 对 于 所 有 的 初 
始 分 布 ， 经 过 长 时 间 的 演化 ， 最 终 都 要 达到 稳定 态 ， 所 以 研究 稳定 态 的 解 具有 普遍 意义 。 


3.4.3 昂 斯 坦 一 乌 伦 贝 克 过 程 


非 定 态 的 福 克 一 普 朗 克 方程 的 求解 通常 比较 困难 ， 但 是 特殊 的 漂移 系数 、 扩 散 系数 的 
福 克 一 普 朗 克 方 程 的 解 往 往 可 以 求 出 。 最 简单 的 情形 是 维 纳 〈 Weiner) 过 程 。 维 纳 过 程 的 
主要 特征 是 漂移 系数 为 零 (D" ”= 0), 而 且 扩 散 系数 为 常数 (D2 = D)。 此 类 情形 的 跃迁 
几率 函数 方程 退化 为 扩散 方程 : 


W(x,t) = Ne ~ seo 


(3-76) 


此 = pot (3-77) 
相应 的 初始 条 件 的 提 法 为 : 
Plxst|x',t) = (x -x') (3-78) 
此 种 情形 的 解 对 应 高 斯 分 布 函数 : 
P(z,tlzcz) = ne 人] (3-79) 
对 应 初始 分 布 的 几率 密度 则 为 : 
Wx,t) = JPlxstlx',e) Wr’,t) dx’ (3-80) 


显然 ， 此 处 的 嫉 迁 几率 密度 等 价 于 格林 函数 。 
乌 伦 贝克 过 程 的 主要 特征 是 漂移 系数 是 线性 的 ， 而 扩散 系数 为 常数 : 
D(x) =-yx; D(x) =D = 常数 (3-81) 
此 时 的 跃迁 几率 所 满足 的 方程 为 : 
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apP _ 3 区 
= YP) +DaaP (3-82) 
使 用 传 里 叶 变换 来 表示 跃迁 几率 : 
Plxstle',t) = (2m) fe POk,tlx’ ,1) dk (3-83) 


考虑 傅 里 叶 变 换 的 微分 性 质 ， 则 描述 昂 斯 坦 一 乌 伦 贝克 过 程 的 福 克 一 普 朗 克 方程 在 相 
空间 表示 为 : 


aP(k,t) __ ,os Tg 
= Yk 3EF (kt) Dk P(k,t) (3-84) 


跃迁 几率 的 初始 条 件 式 3-78 的 传 里 叶 变换 为 : 
PB(k,t'|x',1') = exp( ~ ikx'’) (3-85) 
方程 式 3-82， 满 足 初始 条 件 式 3-85 的 解 ， 可 以 采用 本 征 函数 方法 获得 ， 其 功率 谱 函 
数 解 的 形式 为 : 
Plstla’,t) = exp{ ~ ihx'e - 0 )} (3-86) 
将 所 求 路 迁 几率 的 功率 谱 函 数 代 入 式 3-83 实施 传 里 叶 逆 变换 ， 则 得 到 昂 斯 坦 一 乌 伦 
贝克 过 程 的 跃迁 几率 函数 为 高 斯 分 布 函 数 : 


e071)? 
P(x,t|x',) = fs ep 人 -3 5 (3-87) 


上 式 中 ， 当 黏 汪 系数 y 趋 于 0 时 ， 漂 移 项 趋 于 0， 情 形 退 化 到 维 纳 过 程 。 尤 论 黏 浪 系 
数 y 是 正 还 是 负 ， 式 3-87 总 是 成 立 的 。 对 于 y>0， 时 间 间 隔 足 够 长 (y(! -+') 之 1) 的 情 
形 ， 上 式 中 的 指数 时 间 项 可 略 ， 对 应 于 时 间 无 关 的 路 迁 几率 的 稳定 解 。 而 当 Yy <0 时 ,无 
稳定 解 存 在 。 

前 面 已 经 讨论 过 ， 使 用 线性 朗 之 万 方程 也 可 以 描述 昂 斯 坦 一 乌 伦 贝克 过 程 。 当 随机 力 
是 高 斯 分 布 时 ， 随 机 变量 与 随机 力 由 线性 变换 联系 起 来 。 高 斯 分 布 的 线性 变换 仍然 是 高 斯 
形式 的 函数 ， 所 以 ， 随 机 变量 的 分 布 也 是 高 斯 分 布 。 

稳 态 的 不 同时 刻 的 随机 变量 之 间 的 关系 由 联合 概率 密度 描述 。 对 于 上 > !， 不 同 随机 
变量 的 联合 概率 密度 为 : 

(zt ) = P(x,t|x’,1') W(x') (3-88) 


而 对 于 t<4: 
W(x,t,x’ 0) = P(x',t' |x,t) W(x) (3-89) 
将 昂 斯 坦 一 乌 伦 贝克 过 程 的 解 式 3-87 代入 联合 概率 密度 的 表达 式 3-88 或 式 3-89， 可 
以 得 到 昂 斯 坦 一 乌 伦 贝克 过 程 的 联合 概率 密度 : 


et = (3-90) 


WW (st,%',t) = -了 一 
ee TD (eh 
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3.4.4 特征 函数 方法 


分 离 变 量 方法 求解 微分 方程 是 一 种 常用 而 有 效 的 方法 ， 这 对 于 独立 随机 变量 的 函数 是 
相当 有 效 和 便利 的 。 对 于 时 间 和 空间 相互 独立 时 ， 可 以 将 密度 分 布 函数 进行 分 离 变 量 : 


W(x,t) = F(x)T(t) = F(x)e™ (3-91) 
这 导致 了 福 克 一 普 朗 克 算 符 Lee 的 分 离 变 量 形式 为 : 
Zrp =-AF(z) (3-92) 


这 里 的 x)e 是 本 征 函 数 ， 和 对 应 算 符 在 一 定 边界 条 件 下 的 本 征 值 。 应 用 特征 函数 
求解 微分 方程 的 关键 是 寻求 在 一 定 边界 条 件 下 的 本 征 值 ， 从 而 将 本 征 函 数 由 本 征 值 加 权 迁 
加 而 得 到 微分 方程 的 一 般 解 (或 解 空间 的 结构 )。 通 常 ， 我 们 根据 物理 过 程 的 客观 实际 来 
描述 边界 条 件 和 确定 本 征 值 。 在 考虑 边界 条 件 时 ， 必 须要 注意 两 条 原则 ， 一 个 是 物质 不 
灭 ， 即 要 求 密度 分 布 函数 在 整个 空间 应 该 归 一 化 ; 另 一 个 是 对 于 布朗 运动 粒子 而 言 ， 其 不 
具有 量子 效应 ， 因 此 ， 所 有 的 分 布 函数 在 整个 空间 和 所 有 过 程 中 必须 是 连续 的 。 例 如 对 于 
满足 自然 边界 条 件 或 无 穷 大 势 阱 中 的 布朗 粒子 ， 福 克 一 普 朗 克 方程 的 解 已 得 到 (如 式 3-76 
所 示 ) 。 

通常 的 福 克 一 普 朗 克 算 符 是 非 厄 密 算 符 。 但 是 在 一 定 的 边界 条 件 下 ， 这 种 非 厄 密 算 符 
可 以 变换 为 厄 密 算 符 。 

根据 连续 性 福 克 一 普 朗 克 方 程式 3-64 和 稳定 态 的 几率 流 表达 式 3-75 ， 稳 定 态 的 福 克 
一 普 朗 克 算 符 可 以 表示 为 


_ OD (i) er ra 
Lr = (ae Re (3-93) 


显然 该 算 符 是 非 厄 密 的 。 考 虑 函数 外 、 包 满足 0 边界 或 自然 边界 条 件 (边界 上 的 概 
率 分 布 为 0 或 几率 流 为 0) ， 并 设 一 维 的 分 布 区 间 为 (L，L,)， 则 有 : 


a 


J™e” Lep Wdx -je 00 (x)er 了 wadr =- jeweler [ee me 


= 机 RD"e o'er Wdx = [We Lre Wde (3-94) 
因此 ， 对 0 边界 和 自然 边界 条 件 ， 算 符 e'Lrs 的 伴随 矩阵 为 : 
(e'Lrp) = Lipe” = em (3-95) 
也 就 是 说 , 算 符 e Ler 即 工 是 厄 密 算 符 : 
L = eferLpet (3-96) 
本 征 值 可 以 是 离散 的 ， 也 可 以 是 连续 的 。 通 常用 下 标 n 表示 离散 的 本 征 值 ， 而 用 量子 
力学 中 的 方法 表示 连续 的 本 征 值 。 即 用 5。 蔡 换 为 6 函数 。 按 照 微 分 方程 理论 ， 如 果 
F(x) 是 福 克 一 普 朗 克 算 符 Lrp 满足 本 征 值 A, 的 本 征 函 数 ， 则 函数 : 
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=- ePF,(x) (3-97) 
就 是 算 符 L 在 相同 本 征 值 和 ,下 的 本 征 函 数 ， 即 : 
L(x) = -A(x) (3-98) 
因为 算 符 L 是 厄 密 算 符 ， 所 以 L 的 不 同 本 征 值 的 本 征 函 数 彼此 正 交 ， 也 就 是 这 些 本 征 
函数 要 满足 以 下 关系 : 


六 有 CDde = 三 woPCOFCDd =a (3-99) 
使 用 正 交 的 本 征 函数 F.(x) 代替 式 3.94 中 的 密度 分 布 函 数 W 、W,， 得 到 : 
[Re LF = LY, = A, 


2 
_ -| (2. ) DYVe Hdx <0 (3-100) 
a 


Ox 
上 式 中 , 符号“ <” 中 的 等 号 只 有 在 满足 以 下 条 件 的 稳定 解 的 情形 才 成 立 ; 
P(x) = VNe 和，A =0 (3-101) 


而 n>1 时 的 所 有 本 征 值 必须 大 于 0。 因 为 0 几率 流 边 界 条 件 的 所 有 本 征 值 均 大 于 0， 
对 于 有 限 的 势 函数 ， 所 以 0 几率 流 边界 条 件 不 存在 稳定 解 。 由 于 在 自然 边界 条 件 下 存在 着 
0 本 征 值 ， 所 以 在 反对 称 条 件 下 F(x) 必须 为 正 ， 而 且 随 x 的 绝对 值 增加 而 增加 。 

厄 密 算 符 的 本 征 函 数 通常 具有 完备 性 ， 即 正 交 归 一 性 。 本 征 函 数 的 完备 性 关系 可 以 表 
述 为 ; 


E(x -x) = B(x) (x) = eV F(x) F(x') 


=e"") FF.(x)F,(x’) = er DF,(x)F,(x') (3-102) 
使 用 6 函数 的 本 征 值 表示 ， 和 一 维 Lr 的 形式 解 ( 将 式 3-59 的 多 维 变 量变 换 为 一 维 变 
量 )， 得 到 跃迁 几率 密度 的 表达 式 : 


P(xst|x',t') =err N(x x) = er BD eI F(x) F(x') 
=e™) BF(x) F(x')e MN) = er War) EP) x) ee 


(3-103) 


从 式 3-88、 式 3-89 可 以 得 到 不 同时 刻 的 联合 概率 密度 。 如 果 存 在 稳定 的 概率 密度 分 
布 ， 且 表示 为 Wsr(x) = [如 (x)]*， 则 可 以 得 到 联合 概率 密度 : 


W(x,t,x’ ,8°) = Pox) B(x) DP), (x)e ll (3-104) 
上 式 中 的 概率 密度 函数 应 该 是 对 称 函数 ， 即 : W(x,t,x',t") = W(x',t',x,t) 。 


根据 福 克 一 普 朗 克 算 符 Lrp 的 定义 ， 可 以 得 到 由 此 算 符 变换 出 来 的 厄 密 算 符 L 的 直接 
形式 。 首 先 定义 算 符 a、a: 


/MT 
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a = -eI 2 2 VIVE + -pm 
Ox Ox 2 dx 
(3-105) 
从 而 根据 定义 得 到 变换 后 算 符 工 的 表述 形式 : 


se a VDT (re VDT es 汪汪 =-aa (3-106) 


对 于 自然 边界 条 件 ， 人 4 是 彼此 厄 密 的 ， 也 就 是 6=a*; 因此 ， 本 征 值 是 非 负 
的 。 将 算 符 a 的 表达 式 代 入 式 3-106， 我 们 得 到 刘 维 (Liouvile) 方程 的 算 符 表 达 式 : 


= DV(x) oO- 
L= 0 (7) RR-V(*) 


式 中 : 
) De 


我 们 通常 将 刘 维 本 征 值 按 有 序 增加 排列 : 0 < A。< A，< A,… < 入,， 第 一 个 本 征 值 对 
应 的 本 征 函 数 是 非 0 的 ， 接 着 的 本 征 函数 也 许 为 0。 如 果 刘 维 方程 存在 稳定 解 ， 则 第 一 个 
本 征 值 为 0， 接 下 来 的 本 征 值 大 于 0。 


3.5” 福 克 一 普 朗 克 方程 的 简化 〈 坐标 缩 并 ) 


通常 情况 下 的 偏 微分 方程 〈 福 克 一 普 朗 克 方 程 ) 的 求解 难度 随 独立 变量 的 增加 而 增 
加 。 对 于 复杂 的 偏 微分 ， 我 们 在 一 定 条 件 下 通过 省 略 一 些 次 要 的 独立 变量 来 达到 简化 偏 微 
分 方程 的 目的 。 

所 谓 首 通 时 间 是 指 随机 变量 〈 例 如 布朗 粒子 的 空间 坐标 ) 第 一 次 离开 限定 区 域 ( 例 
如 布朗 粒子 离开 势 又 ) 的 时 间 。 以 一 维 布朗 运动 为 例 ， 考 虑 真实 情况 ， 初 始 条 件 为 = 0， 
(0) = xo 时 ， 一 个 确定 的 布朗 粒子 的 坐标 第 一 次 达到 边界 值 L, ，L, 时 的 时 间 即 为 该 粒子 
的 首 通 时 间 7。 当 某 一 边界 为 反射 条 件 时 (例如 无 穷 大 势 刍 ) ， 则 只 考虑 非 反射 的 边界 的 
通过 时 间 〈 对 应 有 限 势 ) 。 对 于 不 同 的 粒子 ， 其 首 通 时 间 不 同 ， 因 此 7 应 该 是 一 个 随机 变 
量 。 在 特定 的 系统 中 ， 首 通 时 间 具 有 确定 的 分 布 。 

以 下 讨论 首 通 时 间 的 分 布 函数 。 由 于 首 通 时 间 的 矩 可 以 通过 求解 偏 微分 方程 得 到 ， 

此 我 们 感 兴趣 的 是 首 通 时 间 的 各 阶 矩 。 考 虑 跳跃 分 布 函数 P(x,t|x',0) ， PR 
在 从 t=0 到 :时刻 ， 从 初始 位 置 x 运动 到 x 的 粒子 分 布 。 我 们 的 讨论 仅仅 局 限 在 边界 以 内 
人 < x < L 的 分 布 ， 因 此 边界 外 的 情形 ( 志 < x < 三 ) 的 已 为 0。 在 边界 内 ， 布 朗 粒 子 的 
分 布 应 该 满足 福 克 一 普 朗 克 方 程 : 


2 = Lela)Ps P(x,0|x',0) = 8(x -x'); Li <x<L, 


Plx,t|x',0) =0; x=L, x=L (3-108) 
从 x' 开 始 ， 在 t 时 刻 没有 到 达 边 界 的 粒子 的 概率 为 : 
W'(x',t) = [Pstlx',0) a (3-109) 


.35. 


在 时 刻 7 到 达 某 一 边界 的 粒子 的 概率 为 : 


W(x',T) = 1 W(x,T) (3-110) 
在 (7,T + d7) 时 间 间 隔 内 到 达 某 一 边界 的 概率 为 : 
W(x',T) dT =- J Pr(x,Tl#',0) drd7 (3-111) 


由 式 3-111 得 到 粒子 首 通 时 间 的 分 布 函数 (单位 时 间 内 的 首 通 粒 子 数 分 布 ) : 
w(x',T) = W(x',T) =- [PT ,0) a (3-112) 
由 式 3-112 可 以 得 到 首 通 时 间 的 各 阶 矩 : 
T = [ro ,Dad7 = 三.Goz)ar 


palxsx') = 一 人 7P(x,7lz ,0)d7 (3-113) 
根据 式 3-113 很 容易 得 到 : 
polzsx) = [PlsTl#',0)dT = P(x,0|#',0) = (x -ae) (3-114) 


式 3-114 中 考虑 了 首 通 时 间 为 无 穷 大 时 的 概率 为 0， 即 所 有 的 粒子 均 可 以 势 急 的 边界 。 
使 用 分 部 积分 方法 ， 可 以 得 到 n >0 的 各 阶 和 矩 为 : 


pelxsx') = nf "PC,T|x',0)dT (3-115) 
将 福 克 一 普 朗 克 算 符 作用 于 式 3-115， 并 考虑 式 3-108， 式 3-113， 得 到 下 列 递 推 关 系 : 
Lep(x)p,(x,x) =— np,(x,x') (3-116) 


相应 地 ，p, 的 边界 条 件 为 : 
p(x,x') =0; x=L; 或 = 记 
在 式 3-116 中 ， 当 n=1 时 ,方程 描述 了 稳 态 的 概率 密度 。 对 P 关于 1: 积分， 即 得 到 
方程 式 3-116 的 形式 解 : 
Pa(x,x') = nl[— Lrp(x)] "6(x 一 x) (3-117) 
实际 上 ， 由 式 3-108 出 发 ， 得 到 p 的 关于 算 符 Per 形式 解 ， 然 后 代入 式 3-115， 使 用 分 
部 积分 即 得 上 式 的 解 。 由 于 空间 、 时 间 的 均匀 性 ， 使 得 跃迁 概率 关于 时 间 具 有 对 称 性 : 
P(x,t|x’,0) = P(x,0|x', -1) (3-118) 


此 类 情形 的 P 满足 向 后 方程 : 


= Lip(x')P (3-119) 


式 3-119 亦 称 为 式 3-108 的 伴随 方程 。 将 式 3-119 代入 式 3-113 ， 得 到 : 
Lis(x’)T(z’) = 一 27 (xz 7) T(z') =1 (3-120) 
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对 于 两 边 均 为 吸收 边界 , 7.(x') 必须 满足 0 边界 条 件 ， 对 应 的 方程 意味 着 首 通 时 间 : 

Lis(x') T(x’) =—1 (3-121) 

显然 ， 由 于 式 3-121 只 含有 一 个 变量 x"， 因 此 求解 方程 式 3-121 要 远 比 求解 方程 式 
3-116 容 易 。 对 于 具体 的 势 ， 有 确定 的 边界 条 件 ， 首 通 时 间 即 由 式 3-121 直接 求 出 。 


3.6 绝热 近似 
为 简单 起 见 ， 我 们 将 讨论 局 限 在 二 维 变量 (x，y) 情形 。 对 于 一 般 的 多 变量 情况 ， 
尽管 精确 的 计算 很 复杂 ， 但 是 仍 遵循 相同 的 规则 。 两 变量 中 ， 如 果 y 变量 的 衰减 远 比 * 的 
衰减 快 ， 我 们 把 > 变量 称 为 快 变量 ， 而 把 * 变量 称 为 慢 变量 。 将 两 变量 的 朗 之 万 方程 写 
为 : 
t=h.(x,y) + (x,y)E, 
了 = Yh,(x,y) + yg, (x,7)é, (3-122) 
式 中 , .6, 对 应 两 变量 随机 力 。 两 变量 的 随机 力 具 有 如 下 的 关联 函数 : 
(EDE(t)) =(€, (DE,(1)) = 25( -1') 
(&.(0D)6,(1")) =0 (3-123) 
在 式 3-122 中 ，y 是 表示 时 间 导 数 标 度 的 参数 。 在 极限 (y 一 % ) 条 件 下 (通常 称 之 
为 过 阻尼 ) ， 变 量 y 迅速 衰减 为 稳定 值 (平衡 态 条 件 下 的 取 值 ) y,,; 这 里 y, 是 相当 于 在 无 
噪声 情形 ， 由 h，(x*，y,,) 所 确定 的 稳定 平衡 态 的 值 。 通 常 ys 依赖 于 慢 变 量 x。 如 果 噪 声 
项 被 计 人 ， 则 得 到 y 变量 的 平衡 分 布 ， 此 时 的 y 变量 依赖 于 参量 y。 如 果 只 感 兴趣 于 长 时 
情形 〈 相 对 于 y 变量 衰减 时 间 y 而 言 ) ， 朗 之 万 方程 式 3-122 所 描述 的 过 程 主要 由 慢 变 
量 * 所 决定 。 因 此 我 们 说 慢 变量 * 受到 快 变量 y 的 调制 ， 慢 变量 表征 了 过 程 的 主体 ， 快 变 
量 则 表征 了 过 程 的 细节 (或 者 说 扰动 ) 。 
以 下 导出 主体 变量 x 的 动力 学 方程 。 分 布 函 数 W(x,y,t) 所 遵循 的 福 克 一 普 朗 克 方程 
可 以 写 为 如 下 形式 : 


= [Lp) + yb,(7,) ]W (3-124) 
此 处 的 算 符 也、 忆 定 义 为 ; 


， 
Lx) = 总 D.(z,7) + ED. 


性 (7,z) =— Ce) + pa (3-125) 


漂移 和 扩散 系数 分 别 为 : 


Og:(x,7) 


D: =h.(x,y) + g(x,y) — 


a 
D, =h,(x,y) + g,(x,7) 二 
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=8 Dr = 
在 考虑 快 变量 的 算 符 L,(y,x) 时 ， 慢 变量 x 仅 作为 参量 (波恩 一 奥 本 海 默 近似 )。 假 
设 对 每 一 个 参量 x*， 都 存在 稳定 解 、 本 征 函数 、 本 征 值 : 


L(y,x)b.(y,x) = 一 As(z) 中 (xz) (3-126) 
此 处 ， 本 征 函数 、 本 征 值 均 为 参量 * 的 函数 。 当 n=0 时 ， 稳 定 解 为 : 
和 (7,z) = Wy,t) A =0 (3-127) 


本 征 函数 四 ,和 伴随 算 符 Li 的 本 征 函 数 p 可 以 由 刘 维 方程 式 3-107 对 应 的 本 征 算 符 表 
示 : 
pay,x) = Vpoly,x) Yly,x) 
. xz) PoCy xz) 上 
Pr (yz) a app) (3-128) 
从 式 3-128 可 以 明显 看 出 , 0 阶 的 伴随 算 符 的 伴随 本 征 函 数 恒 等 于 1。 本 征 函 数 的 正 
交 归 一 化 关系 可 以 表述 为 : 


fp: Cy) pox) dy = fay sx) pay) = 5 


Boi ps) = Br) = (7-7) (3-129) 
分 布 函数 可 以 在 完备 的 正 交 基 上 展开 ; 
W(x,y,t) = Bolen) gals) (3-130) 


将 展 式 3-130 代入 福 克 一 普 朗 克 方 程式 3-124 ， 两 边 乘 以 伴随 本 征 函数 并 对 所 有 y 变 
量 积分 ， 得 到 : 
+A = Bhanees Lon = pir be) pyr) dy (3-131) 
由 式 3-131 看 出 , 算 符 L,.。 是 关于 x 的 函数 。 考 虑 y 很 大 的 情形 ， 我 们 仅 关 心 快速 变 
化 变量 的 远大 于 衰减 常数 (yA,) ”的 大 标 度 时 间 (长 时 近似 ) 。 在 此 情形 ， 式 3-131 第 一 
式 中 n>1 的 项 被 略 去 ， 从 而 演化 为 : 


= Tle 


A 
a =[yhs(z)] -六 = [7yAs(z)]-Lsoc +O(072) n>1 (3-132) 


因为 上 式 中 n>1 的 项 是 y… 阶 的 ,= =0 的 项 是 闪 阶 的 ， 要 上 述 两 个 等 式 同时 成 立 ， 
则 必 有 第 二 式 的 m 只 能 取 0， 将 第 二 式 代入 第 一 式 得 到 ， 


co =Loco 
bb t yl) or00) (3-133) 
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式 3-133 的 第 二 式 对 应 了 量子 力学 中 的 二 阶 的 微 扰 理 论 。 
根据 正 交 归 一 和 完备 性 ，co 可 计算 为 : 


co = fs ay = W(x,t) (3-134) 
因此 ， 式 3-133 第 一 式 应 该 不 含有 微 扰 变量 y。 以 至 于 算 符 [oo 具有 如 下 形式 : 
=- 记 D(#) + ED (7) (3-135) 


式 3-135 中 的 漂移 和 扩散 系数 定义 为 : 
Di(x) = [D(x,7) 909s) dy 


Di(#) = [Dslxs9) poysx) dy 


上 式 表示 了 关于 y 变量 的 稳定 分 布 的 平均 。 在 前 面 讨论 的 方程 中 正比 于 y! 的 项 比较 
复杂 。 关 于 x 一 阶 偏 微分 的 项 包含 有 二 阶 以 上 的 x*。 而 局。 是 不 包含 y 的 。 
下 面 讨论 快 变量 的 线性 过 程 ， 即 用 绝热 近似 的 方法 求解 如 下 的 关于 快 变量 的 线性 方 
程 。 线 性 快 变量 的 朗 之 万 方程 写 为 如 下 形式 : 
x =ho(x) + h(x)y + VD 
y=- Ya(x)[y -a(x)] + Vy VD,é, (3-136) 
上 式 中 随机 力 的 关联 函数 仍 由 式 3-123 表述 ， 即 两 类 随机 变量 均 是 白 噪声 ， 且 彼此 无 
关联 。 通 常 绝热 近似 是 忽略 掉 时 间 的 导数 项 (此 项 随时 间 迅 速 训 减 为 0) ， 关 于 y 变量 的 
朗 之 万 方程 于 是 变形 为 : 


[万 
加 和， 
y = a(x) et (3-137) 
将 式 3-137 代 人 关于 x 变量 的 朗 之 万 方程 ， 得 到 ， 


= fo(x) +h(x)a(x) +h,(x) -De + VD (3-138) 
Vya(x) 


根据 克 莱 默 斯 一 莫 依 尔 展 开 ， 上 式 导 致 了 福 克 一 普 朗 克 方程 : 
记 =LW 


£ = -2 [hs) + h(x)alx) + (0) 2]+ 


o D, (x)hi(x) 

a (D0%) + | (3-139) 
利用 前 面 讨论 的 绝热 近似 过 程 ， 则 快 变量 的 算 符 退 化 为 : 

L(y,x) = Be) 1y -ai +D,(%) 丁 (3-140) 
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引入 位 移 变量 9: 


0= 3 3 -en)] (3-141) 
则 玻 色 算 符 和 算 符 式 3-140 有 
万 (yxz) =—e a(x)b’ be”” (3-142) 
相应 的 本 征 算 符 和 本 征 值 可 以 写 为 : 
As(z) = na(z) 
p09) = 各 下 了 (0e 7 
gz) = H.(0) (3-143) 
上 式 中 的 从 (9) 为 厄 密 多 项 式 。 
此 时 关于 慢 变量 x 的 算 符 则 为 : 
L(xy) = 一 二 [ho(x) + h(x)y iD (3-144) 


根据 以 上 的 讨论 ， 可 以 计算 出 各 阶 算 符 : 


+ =[- (ho + ha) +D。 瑟 ]s。 - 2 na。 
Ls a +h( pat: o)]: D. Soody (3-145) 


定义 : 
= 外 + 及，26 = (2 /2 
28 = 3 +Ho; 26' = (S$)e De 3 
/aoa 200 fi 
20" =(S)e (每 je i (3-146) 
最 后 得 到 : 
_ 时 9 hah 
Dh =a +ha) + De 3 a 
pe 5 
hohia’ , laa’ 2Daha' 3 _p, ha) 1 
a a a Ox a 


如 果 a 与 无关， 则 式 3-147 与 式 3-140 等 价 。 值 得 注意 的 是 ， 在 过 阻尼 情形 的 朗 之 


万 方程 的 近似 中 ， 同 样 略 去 时 间 的 一 阶 导 数 项 ， 但 是 并 没有 得 到 含 y-! 的 项 。 
3.7 克 莱 默 斯 方程 的 解 


克 莱 默 斯 方程 描述 了 在 周期 势 场 中 布朗 粒子 的 运动 ， 是 福 克 一 普 朗 克 方 程 的 特例 。 克 


莱 黑 斯 方程 是 在 位 置 、 速 度 空间 中 关于 粒子 分 布 函数 的 方程 ， 首 先 由 克 莱 默 斯 ( Kramers) 
用 来 描述 反应 动力 学 ， 而 后 被 广泛 应 用 于 其 他 领域 ， 诸 如 超 导 、 约 瑟 分 隧道 效应 、 二 阶 相 
位 锁定 环 等 。 
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3.7.1 克 莱 默 斯 方程 的 形式 
在 考虑 外 场 作用 时 ， 描 述 布朗 粒子 运动 的 一 维 动力 学 方程 一 一 朗 之 万 方程 具有 如 下 的 
形式 ; 
mx +ymz +mV (x) = meE(t) 


(é()) =0; (E()E()) = 27y( E20) -全 (3-148) 


mé(+) 是 满足 高 斯 分 布 的 随机 力 ，y 是 阻尼 系数 (其 倒数 是 关联 时 间 + = 1/y) ,，m 
是 布朗 粒子 的 质量 ,7 为 环境 热 浴 温度 ，k， 是 玻 耳 兹 曼 常数 , V(x) 外 界 施 加 的 势 场 。 将 方 
程式 3-148 降 阶 ， 得 到 速度 、 位 置 空间 中 的 一 阶 微分 方程 组 : 


X= 

j=-y V(x) +E(4) (3-149) 
用 前 面 关 于 福 克 一 普 朗 克 方 程 的 推导 的 结果 ， 我 们 得 到 本 过 程 的 福 克 一 普 朗 克 方程 : 

OW(x,0,t) 2 D) = LW,v,t) 


bs 0 (3-150) 
ax 3 7 av 


式 中 , n= (ks7/m) =V《WW)/-。， 是 质量 为 m 的 经 典 粒子 在 无 外 场 时 平衡 态 的 热力 学 速 
度 ， 本 方程 亦 可 写成 连续 性 方程 ; 
ow , 95. , 95, 


at G31) 


式 中 ， 分 重 概率 流 的 定义 为 : 
SS = [y+V'(e)]W- yy (3-152) 
对 于 三 维 情形 ， 直 接 将 变量 进行 推广 即 可 。 
将 变量 进行 标 度 变换 ， 从 而 使 方程 归 一 化 ， 这 对 于 数字 计算 和 求解 方程 是 十 分 便利 
的 。 进 行 如 下 的 参量 变换 ， 
= = 让 1 WW (3-153) 
变换 后 的 速度 时 无 标 度 量 ， 而 时 间 却 有 空间 标 度 。 归 一 化 的 阻尼 系数 的 倒数 等 价 于 平 
均 自由 程 1/y, = 1 = mAy ， 即 在 关联 时 间 内 布朗 粒子 行走 了 长 度 为 ! 的 路 程 。 如 果 变 换 后 
的 空间 坐标 是 角度 标 度 ， 则 速度 标 度 是 角速度 。 此 变换 的 最 大 特征 是 ks7ym = 1。 则 在 此 
变换 下 的 克 莱 默 斯 方程 变形 为 : 
AaW, { E] 


= 4- ae 


9 ， 0 
+ (3-154) 


克 莱 默 斯 方程 的 算 符 式 3-150 可 以 分 型 成 可 道 六 、 不 可 逆 L,, 算 符 ， 这 两 种 算 符 定义 为 : 
.41 


Lx =L, + Lo 


PR 
ts 


9 
La =7 Eft 记 } (3-155) 


可 逆 算 符 描述 所 有 遵从 可 逆 方 程 的 运动 : 


=v $=-V" (3-156) 
因此 定 态 分 布 函 数 对 时 间 的 完全 导数 可 表示 为 : 
Ww Wt WW -LW=0 (3-157) 


dt 
本 方程 在 初始 条 件 W(x。,v ,0) 下 的 解 具有 如 下 形式 : 
W(x,0,t) = Jac* —X(xo,v0,t))6(v — V(xo ,v0,t) W(xo ,v0,t) dxodvo (3-158) 
上 式 5 函数 中 的 XY、V 函数 是 可 逆 方 程式 3-156 在 初始 条 件 x*=xo, v=w, t=0 下 的 


解 。 由 于 方程 式 3-156 是 可 逆 的 〈 即 -txv 的 位 移 等 于 tx ( -v))， 所 以 有 : 
xo =X(x,v, -1t) = X(x, ~- v,t) 


vo =V(x,0, -1) =— V(x, -»,t) (3-159) 
方程 式 3-157 在 初始 条 件 多 (x,yo) 下 的 解 为 : 
W(x,0,t) = W(X(x,v, -1), V(x,v, -4),0) (3-160) 


如 果 环境 热 浴 的 温度 不 等 于 0， 那 么 不 可 逆 算 符 L,. 即 非 厄 密 的 ， 也 非 反 厄 密 的 。 此 
类 情形 稍 显 复杂 。 不 可 逆 算 符 L,. 的 稳定 解 正比 于 exp[ - /A(2w?) ] 。 将 该 解 的 平方 根 左 
乘 不 可 逆 算 符 ， 同 时 将 其 平方 根 的 倒数 右 乘 该 算 符 ， 就 得 到 了 不 可 逆 算 符 的 厄 密 形式 : 


=e 六 Le 襄 = vf" 总 2 ( 动 + 去 }= 玉 (3-161) 


显然 ， 所 得 的 厄 密 形式 的 不 可 逆 算 符 与 量子 力学 中 的 谐振 子 势 的 算 符 形式 相同 。 联 系 
到 量子 力学 的 产生 和 削 灭 算 符 b” 、b: 


6 = 9 访 + 孝 ， 全 =-9 吉 + 起 (3-162) 
这 两 个 玻 色 算 符 的 对 易 关 系 为 : 
[5,6°]=1 (3-163) 
于 是 厄 密 的 不 可 逆 算 符 变形 为 : 
L. =-yb°b (3-164) 
根据 不 可 逆 算 符 的 厄 密 形式 ， 重 新 构造 厄 密 的 克 莱 默 斯 算 符 : 
二 
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时 a 
i -ol +e Ji -在 - | (3-165) 


上 式 中 = 是 任意 常数 。 因 为 Ci 不 是 作用 在 * 上 ， 其 厄 密 算 符 L, 由 式 3-161， 式 3-164 
给 出 。 而 对 于 可 逆 算 符 L。， 得 到 : 


9 9 1 
basity w+ (se-2) 
lVv__ i 泊 
= + (2) bp-b°b (3-166) 
式 3-166 中 的 算 符 D、 户 定义 为 : 
O_o’ (1-eV’ 
De 才 二 允 交 本 (3-167) 
算 符 D、 户 对 易 关 系 为 : 
[D,D] = Vv" (3-168) 


当 e=1/2 时 , 也 算 符 之 间 的 伴随 关系 ( 反 厄 密 关 系 ) ， 即 D* = - 依 ， 此 时 的 可 道 算 
符 是 反 厄 密 算 符 : 
Ly =-b°D -b= D+boD=-L, (3-169) 
而 当 ez#1/2 时 ， 以 上 的 关系 不 再 成 立 。 当 然 ， 令 e 为 0 时 ,方程 将 更 为 简单 和 便利 。 
以 上 的 这 些 讨论 可 以 不 失 一 般 性 地 推广 到 三 维 或 多 维 情形 。 
3.7.2 克 莱 默 斯 方程 在 谐振 子 势 中 的 解 


当 布朗 粒子 在 谐振 子 势 中 运动 时 ， 将 所 受到 线性 力 的 作用 , F = V(x) = ax +b。 
此 情形 的 福 克 一 普 朗 克 方程 有 精确 解 。 由 于 4 是 常数 ， 总 可 以 通过 坐标 变换 使 其 隐 含 在 坐 
标 变量 中 ， 因 此 不 失 一 般 性 将 4 视 为 0， 从 而 使 势 的 形式 得 以 简化 。 标 度 化 以 后 的 谐振 子 
势 可 以 表示 为 : 


2 2 
Wox 


2 V'(x) = wox (3-170) 


V(x) = 


在 谐振 子 势 条 件 下 的 朗 之 万 方程 可 以 写 为 如 下 的 矩阵 形式 : 


a /x 0 | xz) /0 
(|=- (3-171) 
人 | » 7 (ea 
显然 ， 方 程式 3-171 描述 了 一 个 二 维 的 昂 斯 坦 一 乌 伦 贝克 。 我 们 用 下 列 符 号 表示 本 方 
程 的 漂移 、 扩 散 和 矩阵 


| 0 0 
r= ( } p= ( ) (3-172) 
oa 了 0 yr 

线性 力作 用 下 的 路 迁 ( 输 运 ) 几率 用 两 变量 的 高 斯 分 布 表示 为 : 
a 


-Ho (ls -Dd 


Plxsv,t)x',0',0) = (25)™ Vldetloa[)expi [Lo (oO]][z-x(O][ -vt)] — 
于 [Dee -v(t)] 
(3-173) 
上 式 中 的 矩阵 o 定义 如 下 : 

ou = [2D,64() 60) de 

Mi(t -1) = Gy(t — 1)% 
Gi(t) = [exp(~¥1)]s = De x (3-174) 
式 中 ,以 表示 扩散 系数 ，M, 表 示 位 移 的 一 阶 矩 ， 6G, 表示 朗 之 万 方程 的 格林 函数 ， 式 中 采 


用 了 爱 因 斯 坦 求 和 指标 。 由 P 的 表达 式 ， 从 连续 性 方程 可 以 得 到 密度 分 布 ， 从 而 得 到 随 


机 变量 的 平均 值 : 
(x) =x(t) = [exp(-?yt)]。x' + [exp( ~ yt) ] av’ 


(v) =v(t) = [exp(~ Yt) J sx’ + [exp( ~ yt) Jnv’ (3-175) 
对 应 的 朗 之 万 方程 的 格林 函数 为 : 


Ga(t) = [exp(- 71)], = A 


Gault) = [exp(- yi)]。 EE 
1 


Ce。(t) = [exp(- yt)]。= NA (3-176) 
和 矩阵 o 具有 对 称 性 ， 相 应 的 着 矩阵  -' 亦 具 有 对 称 性 ， 表 示 为 如 下 形式 : 


_- 轴 
(w )= detle| 


detlr|=osoe - (oo) (3-177) 
由 式 3-174 最 终 得 到 矩阵 o 的 表达 式 : 


入， 十 入 4 
ES 1+A, ,mr 1) Ee 
Oil a Ne Dr 


-2 se] 


PE, A 
人 Oa -i 5 


2 


3 


u(t) = 


Al+A2+ 总 二 


(3-178) 

当 外 场 与 环境 摩擦 之 间 存 在 wy > Y/4 关系 时 本 征 值 5 的 实 部 大 于 0， 而 满足 

Y/Y4 >ws > 0 时， 本 征 值 大 于 0。 当 : 趋 于 无 穷 大 时 (长 时 近似 ) ， 矩 的 展开 系数 式 3-176 
为 0， 于 是 式 3-178 演化 为 : 


as(m) = (3-179) 
对 应 的 道 矩 阵 元 为 : 
(c=, (0) =0, (0). detlrl= 下 (3-180) 


将 所 得 矩阵 元 代入 式 3-173 ， 得 到 谐振 子 势 中 布朗 粒子 的 稳定 的 分 布 函数 为 玻 耳 兹 曼 
分 布 : 
W,(x,v) =P(x,v,% |x',v',0) = 


V+ wax 
ep( - ) 
27 


=20 ep( - - i )= 2 p(- Pre) 
当 wo 一 0， 也 就 是 A, 一 y，A2 一 0 时 ， 布 朗 粒子 退化 到 自由 场 中 的 情形 ; 
z(t) =x' +y (1 -ee )o 
v(t) =v'e™ 
Gut) = (2yt -3 +4e™ er) 
Glt) = (1 -ee™)? 
on(t) =T(1 -ee™) (3-182) 


3.8 势 阱 中 的 布朗 粒子 的 扩散 


克 莱 默 斯 (Kramers) 首次 使 用 福 克 一 普 朗 克 方 程 计 算 了 穿越 势 阱 的 逃逸 速率 ， 故 称 

为 克 莱 默 斯 逃逸 速率 。 考 虑 布朗 粒子 处 于 势 阱 “9 

中 ， 势 阱 的 深度 〈 高 度 ) 为 AV。 势 能 最 大 值 

的 位 置 坐标 为 xw ， 最 小 值 的 坐标 为 xw， 如 图 
3-1 所 示 ， 则 有 : 

AV = Y(x。) -VY(xwuo) (3-183) 

仅 讨论 简单 情形 : 扩散 系数 远 小 于 势 公 高 

度 AVY 之 1 ， 且 扩散 系数 书 是 常数 。 此 时 通 

过 势 阱 顶端 *.. 处 的 几率 流 很 小 ， 而 且 势 阱 中 

的 密度 分 布 随时 间 的 变化 亦 很 小 。 此 种 稳 态 的 

小 几率 流 近 似 地 独立 于 随机 坐标 *， 和 用 标 度 


(3-181) 
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变换 后 的 势 函数 B(x) = V(x)/D 并 由 稳定 解 的 形式 积分 得 到 : 
= De ferme) es 
变形 上 式 考虑 势 阱 中 的 某 点 4 与 势能 最 低 点 x,, 区 间 的 积分 ， 则 得 到 : 
Dor P(t) = er OW 4s) ] = Sf oodr (3-185) 


考虑 x=4 处 的 几率 密度 为 0 (4 处 对 应 自由 粒子 的 空间 ， 此 处 的 粒子 已 不 被 约束 而 
是 被 拉 走 ) 则 得 到 : 
Der PW( x st) 


如 果 势 阱 足够 深 ， 则 布朗 粒子 逃逸 的 可 能 性 极 小 ， 扩 散 范 围 亦 不 大 ， 因 此 在 势 阱 底部 
具有 稳定 分 布 : 


Ss (3-186) 


Wz10) = Wg st) eMee))D (9.187) 
在 势 阱 底部 (* ,xi ) 区 间 内 在 时 间 : 时 刻 发 现 粒子 的 概率 为 : 
p= | Wx) dr = W(xwn st) er edx (3-188) 


对 于 小 的 扩散 系数 D， 式 3-187 的 值 在 离开 ,时 变 得 很 小 ; 则 布朗 粒子 被 局 限 在 x 
邻 域 ， 因 此 分 布 在 此 邻 域 无 特别 结构 。 
因为 逃逸 速率 尺 乘 以 概率 密度 即 为 几率 流 ， 所 以 : 


十 = 入 = 丰 六 cean[ ooar (3-189) 
上 式 中 第 一 项 积分 的 贡献 主要 来 自 xw 的 邻 域 ， 而 第 二 项 积分 的 主要 贡献 来 自 于 xu 


的 邻 域 。 于 是 可 以 将 式 3-189 的 两 项 积分 分 别 在 势 阱 的 顶端 x, 、 底 端 xs 处 作 泰 贡 展开 ; 
Wz) =Yxao) + EV (ron) (x -xun)3 
Wz) =Wxe) — DV) (x -xu (3-190) 


将 积分 的 边界 拓展 到 无 穷 远 处 ， 则 得 到 熟知 的 克 菜 默 斯 逃逸 速率 : 
YETTYZC ii 


Re = 5 (3-191) 
根据 高 斯 积分 的 近似 计算 公式 : 
[exp[ er + br + er’Jde 
~ 厂 [e(roe+ec+ Be)]a 
= /2(! + 六 + 36) (3-192) 
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于 是 得 到 改进 的 逃逸 速率 : 
Voz) Vs) 
RR {1 -Date Sy str y+ 
SL[V (xm)]’ ,SIV "(smn) J 
24Lf "(x0 ) J + 24Tf "(xo ) J 
使 用 式 3-193 将 十 分 有 利于 数值 计算 。 


] + oo } 


(3-193) 
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4 涨 落 耗 散 理论 


爱 因 斯 坦 的 扩散 理论 和 朗 之 万 方程 揭示 了 系统 的 宏观 性 质 和 现象 与 系统 的 微观 涨 落 和 
外 部 扰动 有 着 密切 的 内 在 联系 。 介 质 分 子 对 布朗 粒子 的 碰撞 作用 体现 在 两 个 方面 。 一 个 是 
对 运动 着 的 布朗 粒子 施加 均匀 的 非 对 称 ( 逆 运 动 方向 ) 的 黏 滞 摩 氛 ;， 另 一 个 是 对 任意 粒 
子 的 空间 各 向 同性 的 随机 涨 落 力 。 黏 滞 摩 擦 与 随机 涨 落 力 之 间 有 着 密切 的 联系 。 要 知道 驱 
动 系统 宏观 的 本 质 所 在 ， 就 必须 明白 微观 的 随机 涨 落 的 机 制 。 涨 落 耗 散 理论 的 建立 和 发 
展 ， 正 使 得 这 一 目标 逐渐 得 以 实现 。 涨 落 耗 散 理论 是 一 个 关于 微观 的 随机 过 程 与 宏观 系统 
的 宏观 物理 量 之 间 的 内 在 联系 的 理论 。 涨 落 耗 散 理论 表明 ， 系 统 内 部 的 涨 落 由 系统 平衡 态 
的 物理 参量 函数 或 该 函数 的 谱 函 数 所 表征 ， 外 界 对 平衡 系统 的 扰动 ， 最 终 表现 为 系统 内 部 
的 涨 落 。 由 此 ， 涨 落 耗 散 理论 揭示 了 热力 学 噪声 产生 的 本 质 。 

历史 上 人 们 在 对 非 平 衡 统计 系统 研究 时 ， 都 是 从 玻 耳 兹 曼 理论 这 一 基石 出 发 的 。 随 着 
20 世纪 60 年 代 久 宝 (Kubo) 等 人 的 突出 贡献 ， 才 使 得 已 具有 很 相当 历史 的 涨 落 耗 散 理论 
在 非 平衡 统计 力学 中 具有 广泛 的 基础 地 位 。 在 早期 ， 爱 因 斯 坦 、 奈 奎 斯 特 (Nyquist) 、 兄 
萨 格 〈Onsarer) 开启 了 耗 散 涨 落 理 论 的 先河 。 尔 后 ， 凯 伦 (Callen) 、 维 尔 顿 ( Welton) 、 
格林 (Green) 、 泰 克 豪 斯 (Takahashi) 等 发 展 了 该 理论 。 在 20 世纪 60 年 代 中 后 期 ， 久 
宝 ( Kubo) 提 出 了 涨 落 耗 散 定理 ， 使 涨 落 耗 散 理论 完备 地 发 展 到 了 一 个 办 新 的 高 度 ， 使 统 
计 动 力学 的 完善 和 广泛 的 应 用 具有 了 坚实 的 基础 。 

本 章 遵循 历史 发 展 的 路 径 ， 较 为 全 面 地 介绍 涨 落 耗 散 理论 。 


4.1 爱 因 斯 坦 关系 


爱 因 斯 坦 在 1905 年 的 《 热 的 分 子 运动 论 所 要 求 的 静 液体 中 悬浮 粒子 的 运动 》 一 文中 
就 已 经 指出 ， 布 朗 粒子 的 恭 性 摩擦 应 该 与 布朗 粒子 的 扩散 系数 相关 联 ， 这 种 关联 遵循 以 下 
方程 : 

ksT 
D= 2 (4-1) 
式 中 , D 为 扩散 系数 是 标 度 扩散 性 质 的 一 个 重要 参量 ; m 为 粒子 质量 ; 7 为 环境 热 浴 的 温 
度 ; kn 为 玻 耳 效 曼 常数 ;7 为 黏 滞 系 数 。 在 外 场 V(x) 的 作用 下 ,布朗 粒子 做 定向 漂移 
漂移 速度 为 


dy(x) 
ye (4-2) 


名 到 = 
漂移 与 扩散 相 迭 加 ， 产 生 的 净 粒 子 流 为 : 


1(x) =- DE + usF(x) (43) 
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式 中 F(x) 是 在 位 置 * 处 的 粒子 浓度 ， 在 平衡 态 下 该 函数 具有 玻 耳 效 曼 分 布 的 形式 。 在 系 
统 满足 爱 因 斯 坦 关系 式 4-1 时 ， 平衡 态 下 的 净 流 为 零 。 

从 宏观 角度 上 看 ， 布 朗 粒子 的 空间 分 布 密度 的 不 稳定 ， 导 致 试验 所 观测 到 的 扩散 现 
象 ;而 从 微观 上 看 ， 密 度 的 空间 变化 实质 上 是 布朗 粒子 的 无 规则 运动 所 造成 的 结果 。 考 虑 
布朗 粒子 在 一 维 空间 的 运动 情形 ， 在 一 定 的 初始 条 件 (边界 ) 下 ， 在 上 时刻 布 朗 粒子 在 空 
间 的 分 布 可 由 通常 的 扩散 方程 式 2-7 给 出 。 扩 散 系 数 D 由 布朗 粒子 在 非 稳定 态 条 件 的 扩散 
过 程 所 确定 。 设 扩散 系数 定义 为 : 


eis 加 《CO 5200)] (4-4) 
上 式 中 的 平均 是 对 系统 所 有 粒子 的 平均 。 对 经 典 粒子 而 言 ， 有 
x(1) -x(0) = [u(Ddr (4-5) 
因此 根据 扩散 系数 D 的 定义 有 
D =limB ha oes)) ds = 加 二 [ao +oD)dr 
=[ Ci) + 0))d (4-6) 


可 以 合理 地 假设 稳定 态 的 速度 分 布 与 初始 条 件 无 关 ， 即 所 有 的 初始 分 布 均 要 过 渡 到 稳 
定 态 (热力 学 第 二 定律 ) : 
lim(v(4)v(t +41)) =0 (4-7) 


于 是 爱 因 斯 坦 关系 可 以 写 为 : 


4= 志 = 辣 = 到 v(m + D)) (4-8) 
如 此 一 来 ， 产 生 摩擦 的 吾 洛 系数 、 表 征 扩散 (位移) 的 扩散 系数 均 关联 到 了 布衣 粒子 的 
速度 涨 沙 ， 这 正 是 涨 落 耗 散 定理 的 一 种 形式 。 


4.2 经 典 朗 之 万 方程 与 随机 力 


本 节 从 朗 之 万 方程 的 形式 出 发 ， 根 据 布朗 运动 的 特征 ， 分 析 得 到 随机 力 的 内 在 本 质 。 
我 们 把 一 维 情形 无 外 场 作用 的 朗 之 万 方程 的 形式 写 为 : 

mi(t) =— myv +é€(1) (4-9) 

在 此 我 们 要 一 再 强调 ， 介 质 分 子 对 布朗 粒子 的 碰撞 作用 用 随机 力 来 表示 。 为 方便 计 ， 

对 随机 力 &(t) 作 如 下 两 条 假设 : (1) 随机 力 遵循 高 斯 过 程 。 实 质 上 介质 分 子 对 布朗 粒子 

的 碰撞 是 均匀 的 、 彼 此 独立 的 大 数 作用 ， 而 且 介 质 分 子 的 质量 远 小 于 布朗 粒子 的 质量 ， 因 

此 介质 分 子 的 运动 时 间 的 标 度 远 小 于 布朗 粒子 的 运动 时 间 的 标 度 。 所 以 从 统计 理论 的 中 心 

极限 定理 可 知 ， 这 种 作用 所 对 应 的 随机 变量 是 遵循 高 斯 分 布 的 ; 因此 本 假设 在 此 是 合理 
的 。(2) 随机 力 的 关联 时 间 很 敌 ， 遵 循 马尔 可 夫 过 程 ， 其 自 相关 函数 可 以 表示 为 : 

(é(1)€(4)) = 2mCr5(6 -4,) ‘ (4-10) 
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式 中 ，C 为 常数 。 作 此 假设 是 因为 介质 分 子 对 布朗 粒子 的 作用 时 间 相 对 于 布朗 粒子 的 运动 
的 时 间 标 度 而 言 ， 是 极其 短暂 的 ， 在 较 小 的 宏观 标 度 时 间 内 将 产生 极 大 数量 的 碰撞 。 因 此 
在 宏观 标 度 下 的 这 种 碰撞 之 间 可 以 认为 没有 关联 ， 具 有 马尔 可 夫 特 征 。 

布朗 粒子 在 速度 空间 中 的 跃迁 几率 函数 为 : P(v,t|v ,to。) ， 表 征 布朗 粒子 从 状态 (m， 
如 ) 转换 到 (1,v) 状态 。 函 数 P 遵循 初始 条 件 为 P(v,to |v。 ,to) = 6(v - vo) 的 福 克 一 普 朗 克 
方程 : 


ap-afDa 四 
P= wD +t) (4-11) 
式 中 ，D, 速 度 空 间 中 的 扩散 系数 ， 定 义 为 : 
D,= Ef Ci)eC -di (4-12) 
m 


假设 布朗 粒子 是 在 热平衡 的 介质 中 运动 ， 它 在 速度 空间 中 的 分 布 应 该 满足 麦克 斯 韦 分 
布 : 


2 
limP(v,t lm) = Cexp[ - 2 (4-13) 
n 


也 就 是 说 方程 式 4-13 的 稳定 解 必须 要 服从 麦克 斯 韦 分 布 ， 这 也 是 概率 理论 中 的 中 心 极限 
定理 的 要 求 。 在 布朗 粒子 满足 麦克 斯 韦 分 布 的 条 件 下 ， 对 于 高 斯 分 布 ， 从 福 克 一 普 朗 克 方 
程 知 应 有 以 下 关系 : 

ykaT 


D, = (4-14) 
m 


于 是 由 速度 空间 的 扩散 系数 的 定义 式 4-12 可 得 : 
m= 和 和 pr + 10))dt (4-15) 


从 式 4-15 可 以 清楚 地 看 出 ， 噪 声 的 关联 与 热 浴 的 状态 和 结构 (宏观 上 表现 为 黏 猎 ) 
有 密切 的 关系 ， 或 者 说 噪声 的 强度 〈 随 机 力 的 涨 落 ) 由 环境 热 浴 所 确定 。 式 4-15 正 是 涨 
落 耗 散 定理 的 完整 表示 。 

以 上 所 讨论 的 是 自由 布朗 粒子 所 受 噪声 的 情况 。 而 当 布 朗 粒子 存在 有 外 力 场 的 空间 运 
动 时 ， 其 所 受到 的 噪声 与 哪些 因素 有 关 呢 ? 考查 存在 外 力 时 的 朗 之 万 方程 : 


到 = 了 


mo = my +) (4-16) 
在 高 斯 过 程 和 无 时 间 关 联 的 高 斯 白 噪声 假设 下 ， 牙 迁 概率 P(x,v,t|x, ,vo ,to) 所 满足 
初始 条 件 下 的 福 克 一 普 朗 克 方程 具有 以 下 形式 : 


3 df， 
了 +o-- aip=afDpa P 
Bf + "ox mox dv (2. + 7) 


Px,v,t0 |x0sv0,10) = B(x -mm)5(o — vo) (4-17) 
方程 式 4-17 的 稳定 解 满足 于 以 下 的 规范 形式 : 
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lmP(x,ovtlm mv) = Cexp[ - Ce 人] (4-18) 
9 B 


由 此 分 布 仍然 得 到 式 4-14， 式 4-15 的 结论 ， 即 噪声 的 关联 强度 仅仅 取决 于 环境 热 洽 的 结 
构 和 特征 。 实 际 上 ， 在 讨论 存在 力 场 的 朗 之 万 方程 时 所 作 的 假设 就 已 经 暗示 了 布朗 粒子 运 
动 中 所 受到 的 随机 力 是 独立 于 外 力 场 的 。 

通常 情况 下 ,稳定 过 程 &(1) 的 功率 谱 由 维 纳 - 钦 欣 定理 (关联 函数 的 傅 里 叶 变化 ) 给 


出 : 
Gil(o) = 去 [E(t + 10)) ed (4-19) 
这 意味 着 随机 变量 (1) 可 以 由 相 空 间 的 传 里 叶 谱 所 表示 ( 传 里 叶 逆 变换 ) : 
sD) = E(w)erdo 


(E(w) E(w)) = 6,(w)6(w -ww') (4-20) 
这 意味 着 随机 变量 的 关联 函数 具有 如 下 的 形式 : 


(E0860)) = [EC E(w) em dodo = 三 Go)ere oaa (421) 


实际 上 ， 极 短 关 联 时 间 的 噪声 式 4-10 的 功率 谱 是 一 个 常数 ， 在 分 布 函数 归 一 化 后 ， 
常数 变 为 1。 此 情形 的 随机 力 (噪声 ) 通常 被 说 为 具有 白 谱 。 在 白 谱 情形 ， 涨 落 耗 散 关 系 
可 以 表示 为 : 


(é(w)é(w')) = sels -w') (4-22) 


涨 落 耗 散 定理 表明 了 随机 力 必然 存在 功率 谱 ， 而 功率 谱 即 意味 着 能 量 的 转换 或 输送 ， 
且 由 黏 汪 系数 确定 。 由 此 可 以 清楚 地 看 出 ， 系 统 的 黏 汪 或 一 般 意义 下 的 阻力 ， 具 体 地 表征 
了 外 界 对 系统 所 做 的 功 耗 散 为 系统 的 微观 的 热力 学 能 量 的 一 种 途径 。 


4.3 广义 朗 之 万 方程 
在 白 噪 声 和 恒定 黏 洁 系数 的 条 件 下 的 布朗 运动 遵循 经 典 的 朗 之 万 方程 。 此 时 在 平衡 态 
下 ,考虑 经 典 朗 之 万 方程 降 阶 的 形式 解 (速度 表达 式 ) 和 白 噪声 的 关联 形式 ， 并 简单 地 
考虑 到 速度 与 噪声 的 关联 为 零 ， 则 速度 关联 函数 可 以 写 为 : 
v(t) v(t +0)) = (ve (4-23) 
考虑 平衡 态 条 件 下 速度 的 二 阶 矩 与 时 间 无 关 ， 对 上 式 关 于 时 间 求 一 阶 导数 有 : 


oC) tO) - -yo(o)ato+D》 +>0 (4.24) 


同时 ， 在 平衡 态 下 不 同 初始 时 刻 的 速度 关联 应 该 相同 ， 因 此 有 : 


dv +D)》_ 


de 0 (4-25) 
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而 平衡 态 的 速度 v(t) 是 定 态 过 程 ， 因 此 有 : 
(v(1)v(t)) =0 (4-26) 

式 4-23 与 式 4-26 之 间 存 在 着 显著 的 矛盾 。 这 个 矛盾 来 自 于 式 4-23 的 经 典 的 理想 化 模 
型 ， 这 意味 着 需要 对 理想 化 的 模型 进行 更 实际 的 修正 。 由 于 短 时 间或 高 频 碰撞 是 分 子 运动 
的 主要 特征 ， 因 此 在 实际 的 动力 学 系统 中 ， 短 时 间或 高 频 的 动力 学 关联 成 为 了 主要 特征 。 
而 式 4-23 并 不 满足 这 种 碰撞 短 时 或 高 频 特征 。 式 4-26 则 是 理想 化 的 短 时 、 高 频 的 结论 。 

考察 一 般 的 情况 ， 布 朗 粒子 的 质量 并 不 远大 于 介质 分 子 的 质量 。 此 时 布朗 粒子 的 运动 
时 间 标 度 与 介质 分 子 的 运动 时 间 标 度 可 以 相 比 拟 ， 呈现 了 低频 碰撞 的 特征 。 如 此 一 来 ， 随 
机 力 之 间 将 会 出 现时 间 的 关联 ( 而 高 频 碰撞 时 的 时 间 关 联 可 忽略 ) 。 在 此 情况 下 ， 要 满足 
平衡 态 的 特征 式 4-26， 我 们 必须 要 求 恭 滞 系 数 于 时 间 相关 。 而 实际 上 在 低频 碰撞 时 ， 相 对 
于 布朗 粒子 的 时 间 标 度 〈 可 观察 粒子 的 时 间 量 ) 与 碰撞 的 时 间 间 隔 的 标 度 相近 ， 则 蔡 滞 
阻尼 在 随时 间 而 发 生变 化 。 因 此 将 黏 滞 系 数 作为 时 间 关联 的 函数 是 合理 的 。 

考虑 黏 洁 系 数 与 时 间 相关 以 及 存在 外 力 场 的 影响 ， 广 义 的 朗 之 万 写 为 如 下 形式 ， 


v(t) =- [YC -ro ) de + EEG) + F(t)] (4-27) 


上 式 中 的 y(t) 是 与 时 间 相 关联 的 黏 汪 系数， 对 应 黏 洁 阻尼 的 误 减 效应 ; (1) 是 外 力 ; 
(1) 是 时 间 相 关 的 随机 力 。 假 设 在 各 向 同性 的 介质 空间 中 ， 关 于 粒子 数 的 随机 力 平均 为 
零 : 

(#(t)) =0 (4-28) 

并 且 ， 速 度 与 随机 力 无 关联 : 
v(t)E(t)) =0, t>4 (4-29) 
由 于 通常 只 考虑 外 力 的 线性 效应 ， 因 此 随机 力 与 外 力也 是 没有 关联 的 。 在 此 情形 ， 随 


机 力 的 性 质 完全 由 系统 所 经 历 的 过 程 确定 。 
如 果 存 在 的 外 力 尺 = Focos(1) = Re[ ew] ， 代 入 方程 式 4-27 并 取 平均 得 : 


dD =- fy) vr) Ya + Re{ So} (4-30) 
利用 傅 里 叶 变换 的 性 质 ， 由 上 式 顺序 实施 傅 里 时 和 逆 伟 里 叶 变换 可 以 得 到 : 
(ao(D》= Relp(w)Foe™| (431) 
式 中 j(w) 定义 为 : 
HA(w) = 1 


Tm(iw + y(w)) 

7y(o) =[ (ed (4-32) 

在 无 外 场 情形 ， 由 式 4-27 ， 式 4-29 得 到 速度 关联 函数 的 傅 里 时 变换 : 
人 eeo)e(o+D)d = (2 二 


iw + y(w) 
以 至 于 引信 的 函数 j(w) 具有 以 下 关系 : 
.52 . 


(4-33) 


po) = (ov + 1)) edt (4-34) 
应 用 能 量 均 分 定律 m( 志 》 = ks7 上 式 则 可 写 为 : 
jw) = 过 (I) v(t ++) +dt (4-35) 


此 式 在 相 空间 描述 了 涨 落 ( 速度 关联 ) 与 环境 热 浴 之 间 的 关系 ， 称 为 涨 落 - 耗 散 第 一 定理 。 
同样 从 下 =0 出 发 ， 由 广义 的 朗 之 万 方程 ， 利 用 速度 与 随机 力 无 关联 ， 且 (v(t)v(t + 如 )》 = 
《v(t)5(t + tf)》， 对 加 速度 的 时 间 关联 的 傅 里 叶 变换 进行 分 布 积 分 ;得 到 如 下 关系 : 


my(w) = 5 (é(D)é(t + 4))e di = i (E(1)é(t + 10))e di 


(4-36) 
此 式 称 涨 沙 耗 散 第 二 定理 ， 暗 示 了 随机 力 的 功率 谱 为 : 
《ECo)t(oD))》 = Sny(o)a(o -om) (437) 


4.4 ”线性 响应 理论 


设 系统 在 外 力 FR(+) 作用 下 的 哈密 顿 量 为 刀 ， 系 统 在 刀 的 限制 下 运动 和 演化 。 考 虑 长 
时 近似 ， 即 外 力 的 作用 时 间 足 够 长 ， 系 统 经 长 时 演化 后 达到 稳定 平衡 态 。 设 系统 中 布朗 粒 
子 的 密度 分 布 函数 为 办， 则 系统 的 演化 可 由 刘 维 方程 表示 : 


ED = iL W(x,t) (4-38) 
式 中 的 刘 维 算 符 江 ,对 应 微 扰 哈密 顿 有: . 
H,=H+Hs =H-A. Ft) (4-39) 
式 4-39 中 第 二 项 中 的 4 是 力 F(t) 导致 的 动力 学 量 。 在 经 典 动力 学 中 ， 刘 维 算 符 定义 为 ; 
2 O_o ooiL+ti - 
让 ( a 虽 iL + 记 。。 (4-40) 


式 中 p、g 是 广义 坐标 和 动量 ， 记 、 让 .是 对 应 H、H。 的 刘 维 算 符 。 刘 维 算 符 由 W 所 对 应 
的 哈密 顿 所 定义 : 


iLW = a - WH) (4-41) 


方程 式 4-41 在 初始 条 件 W(-%) = W. = Ce-*,p = je 和 在 外 力 的 短 级 数 展开 的 一 
阶 近似 下 的 解 形式 为 ; 
W(t) = 到 + AW(t) + 
AW(D) = eiL (et) Wd (4-42) 
系统 对 力 的 响应 可 以 由 一 定 的 物理 量 B 的 变化 来 体现 ， 用 分 布 积分 或 迹 的 循环 性 质 
.53 。 


得 到 : 
AB(t) = TrB(p,g)AW(1) 


Tr… = Jap…ag… (4-43) 


式 中 ，Tr 意 指 经 典 力学 中 的 相 空 间 的 积分 或 熟知 的 量子 力学 中 的 迹 的 算 符 ， 因 此 式 4-43 
可 以 方便 地 变换 为 如 下 形式 : 


AB(D) = 人 F(1')TrW.[A(O) ,B(t -1°)] 


-mn 


B(1) = euB = B(p;,g,) = er Be (4-44) 
式 中 ,AB(1) 则 表示 相 函 数 的 动力 学 变化 。 而 在 经 典 力学 中 , B8(p,9,) 则 是 遵循 哈密 顿 运 
动 方程 户 = - 允 , = ~ 2， 满足 一 定 初始 条 件 (Ps = P,g。 = 9) 的 相 点 运动 的 值 。 式 4- 


44 的 第 二 式 是 量子 力学 中 的 海信 算 符 。 而 积分 号 中 的 方 括号 表示 泊 松 括号 ， 在 经 典 力 
学 中 的 形式 为 : 


[4(0) ,B(D)] = z(t 0) 3B(p.,9) -Ma) pegs) | (4-45) 
op ap 9 
而 量子 的 泊 松 括号 则 为 : 
[4(0) ,B(0)] = 全 20 804(0) (4-46) 
定义 响应 函数 : 
pai(t) = Try.[4(0),B(t)] =《[4(0),B(OD)]) 
或 写成 palt) = Tr[ 取 ,4(0)]B(D) (4-47) 
式 中 ，Tr 为 求 迹 算 符 ， 于 是 方程 式 4-44 可 写成 : 
ABCD) = [FOO)pult -tr) de (4-48) 


方程 式 4-48 表示 了 外 力 的 线性 响应 AB(+) 表现 为 延迟 效应 的 重 倒 。 而 响应 函数 则 表 
示 了 系统 对 于 +=0 时 刻 外 输入 F(t) 引起 的 :时刻 系统 的 响应 。 这 种 响应 可 由 泊 松 括号 的 
内 容 看 出 。 如 果 在 +=0 时 刻 输入 单位 力 时 ， 系 统 的 相 点 是 〈P，9) ， 于 是 在 相 空 间 中 产生 
的 位 移 (Ap，Ag) 为 : 


Ap =- Md = 
此 位 移 导致 的 在 : 时刻 的 相 函 数 的 变化 为 : 


aB aB 过 a4(0) aB(t) 64(0) 3B8(t) 机 
48() = 3 Ap + | py 00 } (4-50) 
因此 式 4-47 给 出 的 响应 函数 刚好 等 于 所 有 的 初始 相位 分 布 的 平均 的 变化 。 式 4-51 第 二 式 
的 量子 表示 意味 着 输入 力 使 得 量 4 在 一 定 的 延迟 时 间 后 ， 作 用 在 量 B(1) 上 使 其 发 生 改 
变 。 
sds 


a4 oH 04 
= =- -49 
og 4g op op (4-49) 


式 4-47 第 二 式 的 物理 意义 是 : 初始 时 刻 分 布 所 有 变化 的 平均 是 由 输入 力 引起 的 。 对 
于 周期 力 F(t) = Re( Foe“) ， 这 种 力 引起 的 响应 量 为 : 


AB(t) = Re[Xas(w)Foew] (4-51) 
引入 量 Xs 定义 为 : 
Xu) = pu Ded = {CTLACO) ,BO De de 
= 人 rr W.,A]B(t)e-dr (4-52) 
在 经 典 力学 中 ， 在 稳定 态 的 初始 条 件 下 ， 有 如 下 关系 : 
[W.,A] =-BW.[H,A] = BW.A (4-53) 
上 式 对 应 的 量子 方程 为 : 
[W.,A] = [ WAC ihA) a (4-54) 
4 是 4 在 + = 0 时 刻 的 时 间 导 数 ， 可 以 表示 为 虚 时 间 的 海 森 堡 算 符 ， 具 有 对 易 关 系 ， 
4 = [4, 有 四 = 言 (48 -4) (4-55) 
引入 规范 关联 函数 的 表示 : 
(X;Y) = Bh Temerxe- ay (4-56) 
于 是 式 4-55 导致 了 如 下 关系 : 
《[X(0),Y(D]》= p(X(O);Y()) (4-57) 
于 是 式 4-53 可 以 写 为 : 
Ms(o) = B| (A(O) BC) )e dr (4-58) 


至 此 我 们 较为 详细 地 讨论 了 由 外 界 作用 而 导致 的 系统 的 哈密 顿 的 响应 ， 此 响应 引起 了 
系统 热 浴 状态 的 改变 ， 从 而 使 系统 内 的 涨 落 产生 相应 的 变化 。 


4.5 涨 落 耗 散 定理 


从 上 一 节 的 讨论 可 以 看 到 ， 系 统 对 外 界 的 响应 更 直接 地 关系 到 规范 关系 式 4-56 而 不 
是 其 他 种 类 的 相关 函数 。 我 们 可 以 将 随机 变量 X(t) 的 功率 谱 定义 为 规范 功率 谱 或 者 对 称 
功率 谱 : . 


Bi(w) = (XO) Xt + TD) edr 
BP:(w) = 去 [XC 3X +T) |))e-wdr (4-59) 


如 果 随机 变量 的 传 里 叶 谱 为 : 
¥(w) = 去 厂区 Ded (4-60) 
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则 规范 关联 函数 和 对 称 关联 函数 分 别 表示 为 : 
Pi(w)8(w -ww) = (TY(w);T(w')) 
Pi(w)é(w -0w) = ({X(w);T(w)!) (4-61) 
式 中 的 对 称 关联 函数 定义 为 : 
4)》= [去 wCY+ Yx)] (4-62) 


式 4-61 所 定义 的 功率 谱 是 正 的 实数 。 
对 任意 给 定 的 两 个 量子 力学 量 ， 通 常 是 不 对 易 的 ， 也 就 是 〈《X(0)Y(:)》 天 
《Y(t)X(0)〉。 这 两 种 平均 的 傅 里 叶 谱 有 以 下 关系 : 


[XO YD) ea = ef YOOXCO) ed (4-63) 
上 式 可 以 容易 地 根据 能 量 表象 的 矩阵 元 表示 出 来 : 


[x0) 0 De = Ey (XC0 YD) eva 
Bp 
Es(w) = Be) (4-64) 


很 清楚 ，Es 表 示 了 谐振 子 的 平均 能 量 。 对 上 式 利用 式 4-58 的 关系 得到: 


站 ee < 
[O70 = Bcay (XOY(O Nea (4-65) 
特别 地 ， 当 X=Y 时 ， 得 到 对 称 关联 的 功率 庶 与 规范 关联 功率 谱 之 间 的 关系 
Bilay = lp 有 
Pi(w) = BC) Flo) (4-66) 


从 式 4-43、 式 4-65 和 式 4-66 出 发 ， 可 以 得 出 系统 引入 量 Xa,(w) 中 的 耗 散 部 分 与 相 
应 物理 量 的 关联 谱 之 间 的 关系 。 利 用 式 4-64 和 式 4-65 得 到 : 


Xo) = 7207 | XO YO Tea (4-67) 
如 果 Bu(t) 仅 是 时 间 的 函数 ,X 是 耗 散 ， 而 且 定 义 : 
w_[" -iw 
Xlw) = Ba]. 1X0) Y(t)e dt (4-68) 


在 @m(!) 是 奇 函数 和 Xs(w) 是 耗 散 的 前 提 下 ， 线 性 响应 表示 为 Xu(w) = Xo(w) - 
iX"m(w) 。 式 4-67， 式 4-68 通过 因子 Es(w) 而 包含 了 量子 效应 。 

以 上 的 这 种 耗 散 和 关联 谱 之 间 的 关系 也 称 为 涨 落 耗 散 定理 ， 它 是 涨 落 耗 散 定 理 在 相 空 
间 中 的 描述 。 而 式 4-52， 式 4-58 则 是 涨 落 耗 散 定理 的 准确 表示 ， 因 为 这 两 个 方程 通常 被 
用 于 量子 以 及 经 典 系统 ， 前 者 用 于 经 典 系统 的 描述 ， 后 者 则 用 于 量子 系统 的 描述 。 下 面 进 
一 步 讨论 简单 的 布朗 粒子 的 运动 。 

对 于 给 定 的 周期 力 玉 ， 布 朗 粒 子 的 平均 速度 由 相 空间 位 移 确定 ， 相 空间 的 位 移 表 示 
为 : 
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A(w) = Bl (v(0) ;v(t))e dt (4-69) 


这 是 涨 落 耗 散 第 一 定理 的 形式 ， 与 经 典 极限 的 涨 落 耗 散 第 一 定理 式 4-34 相 一 致 。 在 
B=v, A=x，, 有 .= -xz 时 ， 由 式 4-49 得 到 : 


Ha) = (0) 00) ea 


= (0) io(D)edl = B[ (o(0) (1) ) ed (4-70) 


从 而 我 们 得 到 相 空间 的 第 一 涨 落 耗 散 定理 的 表述 。 
考虑 v(t) 为 一 广义 随机 过 程 ， 由 广义 的 朗 之 万 方程 描述 。 首 先 写 出 在 外 力 正 作用 下 
的 平均 运动 速度 的 运动 方程 的 形式 : 


m(i(D)) =—mf ye oe) de + FO) (4271) 


从 上 式 出 发 ， 考 虑 周期 力 的 条 件 ， 由 周期 力 导致 的 运动 表示 为 式 4-31 和 式 4-32: 
(v(t)) = Relp(w)Foe™] 
1 
m(iw + y(w)) 
“ 假设 系统 处 于 平衡 态 ， 则 随机 过 程 v(t) 由 随机 力 &(+) 所 确定 。 在 无 外 力作 用 时 的 随 
机 动力 学 方程 为 ; 


p(w) = 


m(i(D)) =—mf ye ot)) dr + (0) (4-72) 


由 于 v(t) 是 定 态 的 ， 则 随机 力 8'(t) 亦 必 须 是 定 态 的。 方程 式 4-73 导致 了 以 下 随机 
里 的 傅 里 叶 谱 与 速度 位 移 谱 之 间 的 关系 : 
1 


A(w) = nm + oe) (4-73) 
使 用 莱 斯 方法 (Rice Method) ， 我 们 得 到 速度 和 随机 力 之 间 规 范 谱 关联 为 ; 
Pi(w) = 一 EECo) (4-74) 


ml[iw +y(w)] 
由 于 函数 (*(0) ;v(1)〉 是 时 间 表 象 的 ， 因 此 ， 由 p(w) 的 表达 式 和 式 4-74 可 以 得 到 
关系 : 


mhRe[y(o)] = Relp(w)"] = BPi(w) = Bf (FE(0) (0) ed (0475) 
从 而 得 到 : 
Re[u(o)] = Bf (v0); v0) erdr = 人 rw) (4-76) 
由 于 式 4-75 的 y(w) 取 实 部 ， 因 此 隐 含 了 如 下 关系 : 
my(o) = 人 (人 (0) :6(D)ed 


或 者 
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my(t) = B(é'(0); €°(2)) (4-77) 
因此 ， 黏 滞 阻 尼 y(+) 与 随机 力 的 规范 关联 相 联系 起 来 了 。 
我 们 在 第 三 节 中 的 广义 朗 之 万 方程 中 的 随机 力 #(+) 与 此 处 的 随机 力 如 (+) 之 间 有 所 不 
同 ， 但 是 可 以 由 以 下 关系 联系 起 来 : 


(1) = €(t) -mf y(t -ToT)dr (4-78) 


由 关联 函数 的 讨论 式 4-36， 式 4-37 ( 涨 落 耗 散 第 二 定理 ) ， 可 知名 (0) .E(t) 具有 以 下 
关系 : 


人 (Die +0)) = (EC)s én +0)) (4.79) 
因此 式 4.77 具有 如 下 形式 : 
my(w) = 有 (#10)s 4 + 10))e dt (4-80) 


此 式 是 涨 落 耗 散 第 二 定理 的 表述 。 虽然 &"(1) 是 定 态 的 ,但 是 &(1) 却 是 非 定 态 的 ， 它 
取决 于 初始 时 间 m。 总而言之 ， 我 们 可 以 认为 广义 朗 之 万 方程 式 4-27 表示 了 由 式 4-73 描 
述 的 通过 随机 力 导致 的 线性 响应 的 涨 落 耗 散 第 二 定理 。 这 意味 着 随机 力 是 客观 存在 的 ， 这 
种 客观 的 存在 有 如 电磁 场 中 的 电压 : 随机 涨 落 的 “ 热 压 ”导致 了 布朗 粒子 运动 的 “ 热 
4.6 力 的 关联 


广义 朗 之 万 方程 描述 了 经 典 布朗 粒子 的 动力 学 特征 。 从 广义 朗 之 万 方程 可 以 看 出 ， 布 
朗 粒子 所 受到 的 总 的 作用 包含 有 外 力 、 对 称 的 黏 滞 阻 尼 、 非 对 称 的 随机 涨 落 力 。 在 无 外 力 
作用 时 ， 随 机 力 等 于 总 力 F(+) 减 去 黏 滞 阻 尼 。 用 朗 之 万 方程 可 以 很 清楚 地 看 到 这 种 关系 : 


F(t) = mb(t) =- [mr v(t) dt +é(1) (4-81) 


通过 下 面 的 讨论 ， 可 以 很 容易 地 得 到 上 式 中 总 力 和 随机 力 之 间 的 关系 。 力 之 间 的 关联 
函数 的 傅 里 时 谱 函 数 为 : 


yi(w) = BF (FO); Fo +0))ewd (4-82) 


对 于 驱动 力 是 周期 力 ， 由 涨 落 耗 散 第 一 定理 和 力 的 线性 响应 关系 ， 我 们 可 以 得 到 布朗 
粒子 的 速度 平均 的 传 里 叶 谱 : 


po) = (20)s oD)) ea = wk (0) 10) ea 


=B (2(0)s 0(1) ea (4-83) 
对 上 式 分 部 积分 ， 得 到 


= 1 _Y(0) 
mA(w) = 向 (io (4-84) 


在 分 部 积分 时 考虑 到 关系 《v(t) 5(D)》= 0,(z(D ,5(0)》= - 《iD3(D))。 由 以 上 
人 


关系 和 力 的 关联 的 傅 里 叶 变换 ， 得 到 : 


[Fs FO + D Year = mlol)s v0)) Ee (4.85) 
于 是 得 到 下 列 关系 : 
iwy,(w) _ _iwy(o) 
Y(%) = iw -yi(o) (0) iw +y(w) 


pe pt 
7y(o) yw) iw 人 


上 式 中 的 两 种 表达 式 显示 了 力 之 间 的 不 同 的 关联 行为 。 在 低频 时 关联 关系 为 x(w) ~ 有 
限 值 , y,(w) ~ iw 。 而 在 高 频 时 , y(w) = y (w) 。 对 于 低频 极限 ,我们 将 随机 变量 限制 在 任意 
的 时 间 间 隔 内 的 取 值 均 有 限 ， 因 此 其 关于 时 间 的 一 阶 导 数 的 时 间 平均 为 零 (无 时 间 关联 ) 。 

在 许多 实际 问题 中 ， 一 个 是 两 次 碰撞 之 间 的 关系 时 间 ( 弛 列 时 间 ) r ， 另 一 个 是 微观 
的 碰撞 时 间 r ， 这 两 者 在 数量 级 上 有 极 大 的 不 同 : 

TT (4-87) 

例如 ， 宏 观 的 粒子 在 受到 离散 、 稀 下 的 碰撞 时 ， 其 两 次 碰撞 间 的 弛 列 时 间 (被 碰 撞 的 
两 次 速度 改变 之 间 ) r 远 长 于 一 次 碰撞 过 程 的 碰撞 时 间 +. 。 同 样 地 ， 理 想 的 布朗 粒子 在 受到 
周围 的 介质 分 子 碰撞 时 ， 其 速度 的 改变 的 弛 瑰 时 间 与 单 分 子 碰撞 的 时 间 相 比 ， 其 数量 级 也 是 
巨大 的 ; 只 不 过 离散 的 随机 碰撞 是 局 域 和 瞬时 的 ， 而 介质 中 的 碰撞 则 是 微弱 和 连续 的 。 

在 满足 条 件 式 4-65 时 ， 对 于 低频 极限 具有 以 下 关系 : 


十 =y(0) =y (4-88) 
相当 于 碰撞 是 连续 作用 时 ， 稳 定 态 下 的 黏 滞 系 数 为 常数 。 通 常情 况 下 ， 力 的 关联 为 ， 


Vw) ~- yY，7y<o<w = 去 (4-89) 
对 于 高 频 情形 ， 力 的 关联 的 形式 为 : 
yi(wo) ~ yY(w) ~ ED (4-90) 
而 低频 极限 的 力 的 关联 为 : 
7(0) = = 8[ FD; FO+ it))d (4.91) 


4.7 量子 布朗 运动 的 主要 特征 


在 20 世纪 20 年 代 早期 量子 力学 诞生 后 ， 奈 奎 斯 特 ( Nyquist) 在 1928 年 的 文献 里 ， 
从 经 典 的 平衡 定律 出 发 ， 通 过 环境 能 量 ks7， 使 用 谐振 子 的 热力 学 的 平均 量子 能 量 偏离 零 
点 能 的 贡献 首次 引入 了 量子 力学 噪声 。 奈 奎 斯 特 对 零点 能 的 偏离 的 解释 ， 成 为 了 遍 伦 - 维 
尔 顿 (Callen Welton) 的 开创 性 工作 的 本 质 。 凯 伦 -维尔 顿 的 工作 将 爱 因 斯 坦 、 奈 奎 斯 特 、 
简 生 (Johnson) 的 关系 归结 到 量子 效应 ， 即 创造 性 地 在 平衡 态 系统 中 将 量子 涨 落 与 响应 
函数 联系 起 来 ， 形 成 了 量子 涨 落 耗 散 定理 。 毫 无 疑问 ， 在 众多 的 纳米 级 和 微观 的 生物 系统 
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中 ， 量 子 涨 落成 为 了 主要 的 噪声 之 源 。 正 因 如 此 ， 我 们 才 可 以 在 热力 学 第 一 定律 的 约束 下 
用 各 种 方法 构造 量子 布朗 运动 。 在 此 特别 强调 ， 热 力学 噪声 在 任何 时 候 都 必须 服从 凯 伦 - 
维尔 顿 的 量子 涨 落 耗 散 定理 ， 这 也 是 热力 学 第 二 定律 和 量子 细致 平衡 原理 的 本 质 。 除 了 平 
衡 的 方法 外 ， 对 量子 噪声 和 量子 布朗 运动 的 描述 还 有 几 种 方法 : 驱动 与 时 间 关 联 的 和 量子 
耗 散 系统 的 函数 积分 方法 ; 量子 朗 之 万 ( 算 符 ) 近似 ; 随机 图 ; 随机 概念 的 薛 定 户 方 
程 。 


4.7.1 量子 涨 落 耗 散 定理 及 其 含义 


在 1951 年 ， 凯 伦 -维尔 顿 证 实 了 平衡 涨 落 和 耗 散 运输 系数 之 间 的 关键 性 联系 ， 指 出 了 
量子 涨 沙 耗 散 关系 控制 了 真实 的 彼此 独立 的 粒子 状态 。 凯 伦 -维尔 顿 的 工作 主要 集中 在 以 
下 两 点 : 

(1) 把 经 典 的 奈 奎 斯 特 公式 归纳 到 量子 情形 ; 

(2) 量子 力学 标题 下 的 磁 导 率 被 关联 到 对 称 的 关联 函数 的 谱 密 度 。 

对 于 一 维 的 自由 粒子 ， 根 据 线 性 响应 理论 ， 与 苍 的 动力 学 算 符 4 耦合 的 经 典 力 
F(1) 的 作用 量 导 致 了 算 符 有 的 可 观测 量 的 期 望 值 的 改变 为 : 


(88(0)) = | xmlt -DPCDd (4.92) 

这 里 ,8B8(1) = B(4) - (8)。 表示 无 外 力 时 热 平 生 平均 (8)。 的 微分 。 系 统 的 反应 包含 在 响 
应 函数 Xu(t) 之 中 的 耗 散 部 分 : 

x (DD) = 二 Dos(o -xu(-9] (4-93) 

这 里 值得 注意 的 是 ， 只 有 当 4 =8 满足 时 ， 耗 散 部 分 X%(1) 与 复数 值 的 磁 导 率 Xui(1) 


的 传 里 叶 谱 元 aw(w) 的 虚 部 相 一 致 
量子 的 涨 落 可 以 用 平衡 的 关联 函数 描述 : 
Cu(D) = (8B8(1)84(0)), (4-94) 


上 式 中 反 转 温度 B = 1/ks7 。 由 于 算 符 B(t)、4(0) 通常 是 不 对 易 的 ， 因 此 关联 函数 是 复 
数 域 上 的 函数 。 根 据 线性 响应 理论 ， 由 于 关联 函数 的 反对 称 部 分 是 直接 地 与 响应 函数 相 联 
系 的 ， 则 对 称 的 关联 函数 的 寡 律 谱 为 : 


Sia(t) = 于 (58(0)54(0) + 54(0)5B(D) 》 (4-95) 
响应 函数 的 耗 散 部 分 的 傅 里 叶 谱 为 : 
Su(w) = jcoth( er) 交 <(w) (4-96) 


这 个 结果 是 涨 落 耗 散 定理 的 量子 表示 ， 它 关系 到 响应 的 耗 散 部 分 元 w(w) 的 谱 密度 


5m(w) 的 涨 落 描述 。 
根据 奈奈 斯 特 、 简 生 的 思想 ， 我 们 考虑 由 于 电压 改变 8y 而 导致 的 电路 中 的 响应 电流 
651 。 这 暗示 了 B = 1/， 由 于 电压 耦合 到 了 电量 ， 因 此 4 = 0。 电 路 的 响应 由 61(w) = 
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Y(w)8V(w) 所 确定 ， 这 里 的 导 纳 Y(w) 与 磁 导 率 Xio(w) 是 相 一 致 的 。 作 为 结论 , 7 = 0 ， 
对 称 的 涨 落 流 的 短 律 谱 为 : 


Sn(w) = iw5o(w) (4-97) 
以 至 于 我 们 可 以 得 到 : 
= fiwcoth( ho-)ReY(w) = 2 + he |ReY 4-98 
Sn(w) 也 (到 所 ) (0) = 2[ 党 + 2]Re7(w) (4-98) 
在 高 温 极 限 ka7 > 1 下 ， 回 到 奈奈 斯 特 - 简 生 的 结果 ， 也 就 是 ; 
Sn(w) 一 2ksTRez(w) (4-99) 


对 于 欧姆 电阻 的 马尔 可 夫 极限 了 (w) = 1/R ， 结 果 简 化 为 Sw(w) = 2ks7/R。 这 种 量 
子 的 描述 已 经 被 奈奈 斯 特 在 1928 年 的 文献 的 最 后 章节 里 所 预见 。 然 而 ， 奈 奎 斯 特 所 使 用 
的 是 普 朗 克 的 原本 的 表达 式 ， 这 个 表达 式 导致 的 仅仅 是 呈现 在 式 4-98 中 的 第 二 个 等 式 的 
第 二 个 贡献 。 奈 奎 斯 特 丢 掉 了 产生 于 真空 能 量 的 第 一 项 ， 而 真空 能 量 项 已 经 由 普 朗 克 在 
1911 年 发 表 的 文献 中 显现 出 来 。 


另外 ， 在 量子 的 极限 ka7< hw 条 件 下 ， 我 们 得 到 3n 一 hwRe 了 (w) 。 特 别 地 ， 这 一 极 
限 下 的 结果 暗示 ， 在 一 般 情 形 的 涨 落 流 的 谱 的 零 频 成 分 的 权重 为 零 ， 并 没有 体现 红外 发 
散 。 

我 们 不 能 够 特别 地 强调 ， 量 子 涨 落 耗 散 关系 式 4-96 和 对 应 的 隐 含 内 容 对 于 任意 孤立 、 
封闭 的 量子 系统 是 有 效 的 。 因 此 ， 上 面 简化 的 全 相 空间 的 动力 学 映像 了 简化 描述 的 表现 出 
耗 散 的 开放 的 量子 系统 ， 在 映像 的 动力 学 中 ， 这 些 关系 仍然 是 有 效 的 。 


4.7.2 阻尼 谐振 子 中 的 量子 耗 散 


在 众多 的 量子 系统 中 ， 能 够 写 出 严格 的 解析 解 的 系统 是 十 分 稀少 的 。 阻 尼 谐 振子 系统 
是 一 个 最 简单 的 、 开 放 的 、 可 以 写 出 严格 解析 解 的 系统 ; 通过 建立 描述 环境 自由 度 耦 合 
(这 个 环境 中 的 能 量 输 运 是 不 可 逆 的 ， 因 此 形成 耗 散 ) 的 微观 模型 ， 来 解决 这 个 问题 。 另 
外 ,线性 的 阻尼 谐振 子 允 许 我 们 在 能 级 现象 上 选择 性 地 处 理 。 这 一 近似 与 经 典 的 过 程 紧 密 
联系 起 来 ， 在 前 面 讨论 的 经 典 过 程 中 ， 阻 尼 是 通过 增加 经 典 动力 学 方程 中 的 正比 于 速度 的 
运动 力 项 而 引入 。 

在 经 典 情形 ， 存 在 线性 黏 汪 的 线性 谐振 子 的 运动 由 方程 确定 : 


+ mf y(t -4(s)ds + mag =0 (4-100) 
式 中 , m,wo,g 分 别 表示 量子 布朗 粒子 的 质量 、 谐 振子 频率 、 坐 标 变量 。 在 电子 电路 的 例 
子 中 ,阻尼 核 函 数 y(t) 具有 记忆 ， 其 时 间 的 傅 里 叶 谱 表 示 为 y(t) ， 将 对 应 频率 关联 的 


导 纳 。 在 特别 的 欧姆 摩擦 情形 ， 对 应 了 (w) = 1/R ， 阻 尼 力 正比 于 谐振 子 的 速度 ， 于 是 
运动 方程 写 为 : 
mg +myg + mwig = 0 (4-101) 
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根据 埃 伦 费 斯 特 〈Erenfest) 定理 ， 如 果 我 们 把 坐标 变量 9 变换 为 期 望 值 ， 则 方程 式 4-100 
满足 量子 体系 。 可 以 证 明 ， 基 子 动力 学 中 的 磁 导 率 与 经 典 情形 的 表达 式 相 一 致 : 
东江 wo) 二 丰富 一 (4-102) 
-中 -io7(o) +o 

响应 函数 直接 导致 了 位 置 自 关联 函数 的 反对 称 部 分 C(t) 。 由 此 可 以 讨论 根据 式 4- 
95 所 定义 的 对 称 部 分 Sw(:) 。 正 如 朗 之 万 方程 和 福 克 一 普 朗 克 方程 中 所 讨论 的 结果 ， 具 
有 线性 阻尼 的 线性 系统 表示 了 稳定 的 高 斯 过 程 ， 以 至 于 所 有 的 高 阶 关联 函数 均 可 以 表示 为 
二 阶 的 关联 函 数 。 另 外 ， 包 含 了 动量 算 符 p 的 平衡 态 的 关联 函数 ， 通 过 平均 p = mg 而 简 
化 为 位 置 的 关联 函数 。 因 此 ， 阻 尼 谐 振子 的 动力 学 完整 地 被 响应 函数 所 描述 ， 即 式 4-102 
的 全 里 叶 谱 和 对 称 函 数 S,,(1) 。 

在 欧姆 阻尼 的 条 件 7(w) = w 下 ， 从 涨 落 耗 散 定 理 式 4-96 可 以 得 到 位 置 自 关联 函数 
的 严格 解 。 实 际 上 ， 逆 健 里 叶 变 换 式 4-96 ， 则 回 到 时 间 范 畴 的 由 极点 所 确定 的 关联 函数 。 
动力 学 磁 导 率 的 耗 散 部 分 导致 了 4 个 极点 ,w = 于 (@w 二 jy[2),w= (oj -7?《4)52, 这 4 个 
值 在 所 有 温度 下 ， 对 关联 函数 5,,(+) 均 有 贡献 。 在 足够 低 的 温度 下 ， 双 曲 余 切 在 w = 于 
io 的 极 值 点 变 得 尤为 重要 ， 这 里 w = 2mmn/ 胃 为 松原 频率 。 在 对 式 4-96 的 逆 傅 里 叶 变 换 
的 环 路 积分 完成 后 ， 得 到 自 关联 函数 的 对 称 部 分 ， 
下 sinh( HD) cos( @i) + sin( By/2)sin( G14) 


So(D =amz (六 1) cosh( Bas) — cos( BBY/2) 
2y & vexp( -vlil) 
mB (V+ 0) -yo (4:103) 


在 高 温 极 限 下 ， 上 式 中 的 第 二 项 为 零 ， 而 第 一 项 导致 了 经 典 的 关联 函数 。 这 一 项 的 量 
子 关联 关系 到 在 kwo/ks 的 阶 的 温度 或 较 此 温度 为 低 的 温度 。 这 些 关联 可 以 从 是 子 主 方程 
的 近似 的 弱 耦 合理 论 获 得 。 然 而 ， 在 温度 hiy/4mks 以 下 ， 有 另外 一 个 体系 ， 这 里 的 第 二 
项 可 以 初始 化 为 小 量 ， 它 将 控制 关联 函数 的 长 时 行为 。 在 零 温度 极限 下 ， 这 一 点 变 得 更 为 
突出 ， 因 为 式 4-103 的 第 二 项 中 的 指数 函数 求 和 到 了 代数 的 长 时 行为 : 


S(t) =- (起 和 (4-104) 


这 是 关于 依赖 于 初始 条 件 细节 的 阻尼 谐振 子 的 恰当 解 。 尽 管 零 温度 极限 的 代数 递减 结 
果 可 以 在 较 低 点 被 观测 到 ， 但 是 在 指数 前 的 时 间 间 隔 内 的 有 限 温度 以 时 间 常 数 , 开始 误 
减 。 在 低温 条 件 下 ， 除 7 之 外 的 通常 的 时 间 标 量 的 增加 导致 了 量子 衰退 假设 的 缺陷 和 允许 
比 y 更 长 的 关联 时 间 标 量 的 衰减 。 

如 果 我 们 感 兴趣 的 仅仅 是 作用 在 希 尔 伯 特 空间 中 的 谐振 子 的 任意 算 符 在 平衡 态 的 期 望 
值 ， 最 有 效 的 方法 就 是 知道 简化 的 密度 矩阵 。 类 似 于 动力 学 的 参量 的 平均 ， 简 化 的 密度 矩 
阵 仅仅 依赖 于 位 置 和 动量 的 二 阶 矩 (q?)s,《p?)s。。 平衡 态 的 密度 矩阵 必须 取 如 下 的 形式 : 


2 2 
pa(4,9) = 二 -exp[ - et eq -a):] C4-105) 
a 


于 是 可 以 计算 出 二 阶 和 矩 的 结果 : 
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2 1 芯 1 
Er (4-106) 
(0) -HB re) 
本 
2 _M w+ lv,ly( lv,1) 
区 (4-107 
Cp) pr ll) 4 


式 中 , y(w,) 表示 阻尼 核 函 数 的 拉 普 拉 斯 谱 。 

我 们 注意 到 ， 对 于 严格 的 欧姆 阻尼 ,动量 的 二 阶 矩 式 4-107 表现 出 对 数 发 散 ， 这 一 发 
散 可 以 通过 引入 有 限 的 记忆 于 阻尼 动力 学 中 而 消去 。 对 于 与 环境 的 有 限 耦合 ， 也 就 是 有 限 
的 阻尼 强度 *， 简 化 的 密度 矩阵 式 4-105 明显 地 不 同 于 相同 温度 下 的 规范 的 密度 矩阵 
exp( - BH) ,指数 因子 中 的 Hs 表示 无 阻尼 谐振 子 的 哈密 顿 量 。 

为 了 从 规范 的 密度 矩阵 导出 简化 的 密度 矩阵 ， 我 们 根据 与 环境 的 有 限 厕 合 ， 考 虑 引信 
位 置 的 二 阶 和 矩 的 修正 。 将 位 置 的 二 阶 矩 关于 阻尼 强度 y 展开 ， 得 到 欧姆 阻尼 的 形式 : 


， 
磁 0 oo) 人 
0 
,{ . Bwo 
Imy'(i 
4, = hpoo . ( 2m ) (4-109) 


2 eoth( We) 


式 中 ,yw' 表示 函数 的 一 阶 导数 ， 修 正 量 4, 就 是 ee 
我 们 得 到 量子 体系 中 在 极限 条 件 ka7 < ho。 下 
的 极为 重要 的 修正 。 在 经 典 体系 中 ， 对 于 规范 “033 
密度 矩阵 ， 这 一 修正 是 可 以 忽略 的 。 修 正 量 作 
为 温度 的 函数 如 图 4-1 所 示 ， 图 中 能 耦合 时 位 
置 的 二 阶 矩 《9?)p 的 修正 A, 被 描述 为 温度 了 的 
函数 。 从 图 中 的 曲线 走势 看 ， 对 于 buT>iou， -ol AT 
修正 量 趋 于 零 ， 因 此 可 以 忽略 。 WPhas 
为 了 保证 动量 的 二 阶 矩 式 4-107 有 限 ， 必 
须要 求 有 时 间 记 忆 的 阻尼 核 函数 有 限 或 等 价 的 es 
环境 模型 谱 的 截断 频率 wu 有 限 。 在 温度 远 高 于 截断 频率 的 条 件 下 (ks7 > hw。) ， 如 果 
wo >wo y ， 则 在 弱 耦 合 情 形 的 规范 密度 矩阵 的 修正 将 是 有 限 的 。 
修正 的 简化 密度 矩阵 和 规范 密度 矩阵 之 间 的 差异 也 反映 在 配 分 函数 中 。 不 用 环境 的 特 
殊 的 微观 模型 ， 我 们 也 可 以 通过 广义 的 位 置 的 二 阶 矩 来 获得 阻尼 谐振 子 的 配 分 函数 。 广 义 
的 位 置 坐标 的 二 阶 矩 为 : 
(qs =- (2) (4-110) 
上 式 导致 了 乘积 形式 的 配 分 函数 : 
1 巡 
0 人 
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如 果 把 配 分 函数 与 能 量 状 态 的 密度 联系 起 来 ， 配 分 函数 的 性 质 就 会 变 得 更 加 明显 。 配 分 函 
数 与 能 量 状态 密度 之 问 的 关系 表示 为 : 


Z(B) = [plE)exp( -BE)dE (4-112) 


式 4111 中 的 因 于 (而;-】 根据 状态 


(hwo) ”的 平均 密度 能 够 被 解释 为 如 图 4-2 所 
示 的 点 线 ， 由 式 4-112 的 逆 关 系 所 定义 的 状态 、4 
密度 ， 对 于 y = 0. lw 的 弱 阻尼 谐振 子 表现 为 达 
在 能 量 so。+ nwo 邻 域 的 宽 峰 。 基 态 能 so 的 3 
delt 函数 并 没有 直接 地 显示 出 来 。 点 线 表示 了 | 站 人 从 
状态 的 平均 密度 。 二 i 
进一步 地 注意 到 对 于 严格 的 欧姆 阻尼 配 分 (SiMe 

函数 是 发 散 的 。 然 而 ， 我 们 可 以 看 到 ， 这 个 发 图 42 
散 完全 是 由 于 在 欧姆 表象 中 的 基态 能 量 so 的 发 
散 。 相 反 的 ， 对 于 具有 高 频 截 断 谱 密 度 的 热 浴 ， 基 态 能 量 a。 有 限 。 对 于 很 高 的 截断 频率 ， 
确定 状态 密度 的 配 分 函数 的 极点 可 以 由 以 下 条 件 所 确定 : 

+y, + =0 (4-113) 
产生 了 状态 密度 的 这 些 极点 ， 对 于 弱 阻尼 ， 展 现 了 很 窗 的 峰 ， 这 与 费 米 的 黄金 规则 是 相 一 
致 的 。 图 4-2 所 描述 的 是 y/w。= 0. 1 的 一 个 例子 。 附 带 说 明 ， 基 态 的 delt 峰 被 忽略 。 随 着 
阻尼 的 增加 ， 峰 变 宽 ， 以 至 于 对 于 足够 强 的 阻尼 ， 相 当 平凡 的 状态 密度 导致 了 相对 于 平均 
状态 密度 而 言 ， 随 能 量 增加 而 密度 减少 。 


4.7.3 非 线性 量子 系统 中 的 耗 散 一 一 广义 的 量子 朗 之 万 方程 


对 于 非 线性 系统 ， 前 面 所 讨论 的 结论 不 再 适用 。 特 别 地 ， 第 二 阶 的 关联 函数 再 也 不 足 
以 完全 地 描述 阻尼 系统 。 对 于 量子 耗 散 系统 的 描述 ， 一 个 可 以 选择 的 途径 是 来 自 于 系统 的 
哈密 顿 ， 但 是 由 于 力 的 时 间 关联 不 存在 〈 这 意味 着 能 量 守恒 ) ， 因 此 这 种 途径 的 选择 似乎 
不 切实 际 。 然 而 ， 只 要 认识 到 耗 散 产生 于 不 同 自由 度 之 间 的 耦合 ， 根 据 系统 的 哈密 顿 ， 就 
可 以 直接 构造 阻尼 量子 系统 。 

对 于 由 涨 落 控制 的 统计 动力 学 的 描述 ， 通 常 采用 的 是 广义 主 方程 方法 和 广义 朗 之 万 方 
程 方法 。 这 些 方法 在 热平衡 系统 中 得 到 了 很 好 的 发 展 。 应 用 所 设计 的 算 符 技术 ， 导 致 了 获 
取 公式 方程 的 清晰 的 两 种 方法 ， 这 就 是 关于 简化 密度 矩阵 的 变化 率 的 非 线性 的 广义 的 量子 
朗 之 万 方程 和 广义 的 量子 主 方程 。 

要 逼近 具有 确定 温度 7 的 独立 的 平衡 态 ， 两 种 描述 途径 的 等 价 性 并 不 十 分 的 清晰 。 
在 这 里 ， 涨 落 力 占据 了 十 分 重要 的 地 位 ， 由 涨 落 力 直接 给 出 了 等 价 性 ， 例 如 相应 的 任意 高 
阶 的 平均 的 累积 。 这 一 点 并 不 被 普遍 接受 ， 而 普遍 接受 的 是 严格 地 讨论 前 两 项 的 累积 也 即 
是 平均 和 自 关联 。 在 此 要 说 明 ， 我 们 对 广义 主 方程 和 相应 的 广义 朗 之 万 方程 之 间 的 联系 知 
道 甚 少 。 

对 于 服从 量子 布朗 噪声 的 量子 耗 散 系统 的 动力 学 ， 可 以 通过 系统 响应 与 谐振 子 热 浴 之 
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闻 的 耦合 而 得 到 。 可 以 写 出 总 的 哈密 顿 为 : 
2 


和 +V9D + 起: i gn + 9 | (4-114) 
式 中 ， 前 两 项 描述 了 质量 为 M 的 粒子 在 与 时 间 关 联 的 势 VY(g,t) 中 的 一 一 般 运动 的 系统 。 求 
和 则 包含 了 N 坐标 谐振 子 的 哈密 顿 ， 该 谐振 子 以 强度 c; 与 系统 产生 双 线性 耦合 。 求 和 式 
中 的 最 后 一 项 仅 与 系统 的 坐标 有 关 ， 表 示 了 势 的 重 振 化 项 ， 这 要 求 保持 势 V(q,t) 为 一 势 
阱 。 系 统 与 环境 自由 度 的 弱 耦 合 早 在 20 世纪 60 年 代 就 开始 了 研究 ， 而 到 了 80 年 代 , 才 
将 此 方法 应 用 到 强 阻尼 系统 。 

从 式 4-114 的 哈密 顿 出 发 ， 可 以 真实 地 构造 耗 散 。 要 得 到 外 自由 度 的 海 森 堡 运动 方程 
的 解 ， 我 们 导出 简化 系统 的 运动 算 符 方程 ， 称 之 为 量子 朗 之 万 方程 。 该 方程 表示 为 ， 


MD + MY = 35) ds + 2 = 《0 (4-115) 
方程 中 的 阻尼 核 函数 有 记忆 特征 
yt) =y(-0 = 1 村 cos(ait) (4-116) 
而 方程 中 的 朗 之 万 随机 力 算 符 表示 为 : 
E00) = My = ta) + Bea)eos ote 1]) + eee ad) 
(4-117) 


广义 的 量子 朗 之 万 方程 首先 由 麦 格林 斯 基 ( Magalinski) 提出 ， 起 点 是 将 式 4-114 的 
哈密 顿 中 的 势 的 重 振 化 项 略 去 而 得 到 的 简化 的 哈密 顿 。 

从 式 4-116 可 以 看 出 ， 力 算 符 直接 依赖 于 热 浴 的 位 置 算 符 和 动量 算 符 的 初始 条 件 
xi(t) .pi(t)。 因 此 总 系统 的 初始 状态 确定 了 热 浴 算 符 和 系统 自由 度 的 统计 性 质 ， 从 而 使 
得 力 算 符 &(+) 成 为 了 随机 算 符 。 在 此 ， 这 里 要 强调 说 明 : 随机 力 算 符 不 仅仅 是 依赖 于 热 
浴 算 符 ， 而 且 还 依赖 于 系统 的 初始 位 置 9() 。 所 以 ， 对 于 完全 确定 的 简化 动力 学 ， 确 定 
的 初 值 是 十 分 重要 的 ; 初 值 也 确定 了 量子 朗 之 万 随机 力 的 统计 性 质 。 很 清楚 ， 为 了 具有 随 
机 力 的 特征 ， 随 机 力 算 符 £(:) 必须 是 无 偏 的 ， 也 就 是 说 关于 所 有 时 间 的 平均 为 零 。 此 外 ， 
量子 的 朗 之 万 噪声 将 构造 出 关于 时 间 均 匀 关 联 的 稳 态 过 程 。 

定义 辅助 随机 力 n(t) 为 : 

n(t) = (1) + My(t - to) g(to) (4-118) 

这 里 ， 仅 仅 包 含 热 浴 算 符 。 根 据 新 定义 的 辅助 随机 力 ， 量 子 朗 之 万 方程 不 再 假设 为 原 
本 的 广义 朗 之 万 方程 。 因 为 辅助 随机 力 包含 了 非 均匀 项 y(t - 如 )g(t) ， 这 是 一 个 初始 的 
平移 项 。 在 摩擦 核 函数 假设 为 欧姆 形式 y(1) 一 2y5(:) 时 ， 马 尔 可 夫 极 限 下 的 初始 平移 项 
常常 被 忽略 。 对 于 自由 关联 的 初始 条 件 ， 总 的 初始 密度 矩阵 由 pr = ps(to)pww 给 出 ， 
ps(t) 是 系统 的 初始 密度 矩阵 。 热 浴 的 密度 矩阵 单独 地 呈现 规范 的 平衡 ， 也 就 是 : 


和 站 exp( - By [a pes Do :]) (4-119) 
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这 里 的 N 表示 归 一 化 常数 。 
从 统计 的 角度 看 ， 辅 助 随机 力 是 稳定 的 高 斯 算 符 噪 声 满足 下 述 关系 : 
(nD ps =0 (4-120) 


Slt—s) = 二 (9(Dm(s) + ns)n(0))o, 


-hy fiw; _ 
= 二 2 (oilt Deoth( 坟 后 (4-121) 
作为 噪声 算 符 的 值 ， 其 交换 并 不 为 零 : 
[9(D ,9(9)] =- 访 允 ein,(t 5)) (4-122) 


设 初 始 位 置 的 算 符 为 9(t) = g。， 对 于 曝 声 关联 Sw(!) 表达 式 4-121 仍然 成 立 。 显 
然 ， 这 里 的 噪声 关联 是 噪声 力 &(+) 所 提供 的 平均 ， 对 应 了 包含 移动 谐振 子 的 热 浴 密 度 矩 
阵 。 热 浴 的 初始 条 件 由 新 的 密度 矩阵 puw 给 出 : 
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Bn = 六 exp( -BE [ 蔡 和 es -rm) ]) (4-123) 


在 一 些 物理 环境 中 ， 外 自由 度 的 微观 模型 是 有 效 的 ， 例 如 在 谐振 腔 中 的 电磁 场 模型 就 
担当 了 库 的 作用 ， 或 产生 于 约 瑟 芬 生 (Josephson) 结 中 的 准 粒子 通道 的 耗 散 等 。 在 含有 一 
个 电阻 的 电子 电路 的 例子 中 ， 人 们 可 以 使 用 经 典 的 运动 方程 去 获得 阻尼 核 函数 ， 因 此 而 构 
造 出 环境 。 这 种 途径 也 可 以 用 于 构造 约 瑟 芬 生 结 的 欧姆 耗 散 ， 以 研究 其 对 于 隧道 过 程 的 影 
响 和 描述 超 微 结 隧道 的 电荷 动力 学 的 外 阻抗 影响 。 

将 系统 接触 到 两 个 不 同 温度 的 热 浴 ， 就 得 到 推广 于 非 平衡 态 中 的 量子 朗 之 万 方程 的 图 
像 。 非 平衡 态 中 的 量子 朗 之 万 方程 的 应 用 的 最 近 事例 是 通过 分 子 链 的 热传导 问题 ， 此 过 程 
中 的 分 子 链 被 耦合 到 两 个 不 同 的 温度 的 热 库 。 得 到 的 结论 是 热流 呈现 了 类 似 于 电子 输 运 的 
朗 道 公 式 : 热流 根据 传输 因子 乘 以 对 应 的 玻 色 函 数 的 微分 的 结果 而 给 出 。 

此 外 ， 量 子 朗 之 万 方程 的 观点 也 可 以 扩展 到 与 电子 谐振 相 耦 合 的 费 米 系统 ， 或 者 说 扩 
展 到 时 间 关 联 的 驱动 。 此 时 的 高 斯 量子 噪声 由 费 米 消灭 算 符 所 构成 。 

如 果 总 哈密 顿 式 4-114 中 的 势 W(9g,:) 不 显示 时 间 ， 则 该 哈密 顿 所 确定 的 动力 学 关于 
时 间 的 反 转 具有 对 称 性 。 于 是 很 快 得 到 如 下 的 结论 : 简化 的 动力 学 行为 在 时 间 反 转 时 具有 
不 变性 。 尽 管 量子 朗 之 万 方程 已 经 被 构造 到 允许 描述 量子 耗 散 ， 但 是 这 样 的 情形 还 必须 成 
立 的 。 因 此 ， 考 察 式 4-115 的 量子 朗 之 万 方程 的 简化 描述 在 时 间 反 转 时 的 有 效 性 是 十 分 有 
意义 的 。 


给 定 初始 时 间 t。， 反 转 时 间 总 计 为 减 去 时 间 !:， 表 示 为 b - (+t - to) = 2to - t。 使 用 辅 
助 随机 力 mn(:) ， 我 们 重 构 时 间 反 转 后 的 量子 朗 之 万 方程 为 : 
MY(240 -4) + 7y(20 -ts)G(s)ds + 二 V9) 
=€(2%0 = 1) = (2 -日 -7(26 -tt0)g(s) (4-124) 


进一步 设置 x(t) = 9(2t - t) ， 可 以 看 出 : 
xz( =- g(241 -1) (4-125) 
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x(t) = 9(241 -1) (4-126) 


作 变 量变 换 w = 2te - s ， 量 子 朗 之 万 方程 式 4-114 表示 为 : 
Mi(1) + Mf yu -Di(u) du + EV(g) = (210 -0 = n(240 1) -y(t x(t) 
9 
(4-127) 
注意 到 上 式 中 的 阻尼 核 函数 是 参量 的 偶 函 数 , y(t -wu) = y(u -1), 坐标 变换 后 的 初始 
位 置 为 x(t60) = 4(t) ， 对 于 满足 关系 7(2t -1) = 7(t) ,5(2t -1) = (1) 的 随机 力 , 我 


们 得 到 上 面 的 所 有 初 动量 的 符号 变化 为 p(t。) 一 - p;(1。) 。 于 是 我 们 得 出 结论 :时 间 反 转 
的 运动 x(1) = 9(24 - !) 确实 是 服从 量子 朗 之 万 方程 式 4-114 的 。 这 一 结论 在 马尔 可 夫 极 
限 下 仍然 成 立 ， 实 际 上 在 该 极限 下 ， 阻 尼 核 函数 可 以 写 为 y(t - s) = 2y6(t -*) ， 在 时 间 
平均 后 ， 对 称 的 delt 函数 被 消去 ， 上 述 结论 自然 成 立 。 通 过 上 面 的 讨论 可 知 ， 对 于 所 有 的 
时 间 ， 量 子 朗 之 万 方程 在 马尔 可 夫 极限 下 可 以 写 为 : 


M(t) + sgn(t ~ 10) Myd(1) + V9) = (1) (4-128) 


式 中 , sgn(x) 为 符号 函数 ， 表 示 变 量 x 的 符号 。 

以 下 的 分 析 可 以 看 出 耗 散 作用 。 对 于 时 间 : > 4 ， 关 于 坐标 的 简化 动力 学 表现 了 在 时 
闻 标 量 上 的 量子 阻尼 行为 ， 这 一 行为 由 循环 时 间 给 出 。 而 只 要 热 浴 是 由 足够 多 数量 的 自由 
度 的 谐振 子 所 构成 ， 这 一 循环 时 间 将 出 现 本 质 上 的 发 散 。 

广义 的 非 线性 量子 朗 之 万 方程 由 于 一 些 原因 使 其 应 用 受到 限制 。 此 外 ， 量 子 朗 之 万 方 
程 的 应 用 带 来 一 些 难 以 捉摸 的 问题 和 缺陷 ， 这 些 问题 和 缺陷 在 作 近 似 处 理 时 将 会 显现 出 
来 。 这 里 有 一 些 重要 的 特征 需要 强调 : (1) 量子 朗 之 万 方程 式 4-114 是 一 个 算 符 方程 ， 对 
应 的 算 符 作用 在 热 浴 和 系统 的 全 希 尔 伯 特 空间 。(2) 系统 和 环境 之 间 的 耦合 暗示 了 对 于 
初始 因子 的 全 密度 矩阵 ， 存 在 时 间 演化 的 牵连 ; (3) 结合 量子 布朗 运动 的 对 易 性 质 式 
4-122 ,我 们 发 现 位 置 算 符 9(!) 和 动量 算 符 p(1) 的 简化 动力 学 在 所 有 的 时 间 服从 海 森 保 不 
确定 关系 。 

上 面 讲 到 的 第 三 个 特征 极为 重要 。 例 如 非 马 尔 可 夫 ( 色 ) 高 斯 量子 噪声 具有 实数 值 
的 关联 Swe(1) = Se( -4) ， 不 能 被 经 典 的 非 马尔 可 夫 噪 声 简单 代替 ; 经 典 的 非 马尔 可 夫 噪 
声 完全 服从 于 高 斯 量子 噪声 #(6) 的 关联 性 质 。 这 一 类 近似 很 清楚 地 并 不 满足 系统 自由 度 
的 坐标 和 共 思 动量 的 对 易 性 质 。 

面 对 此 类 的 困难 ， 人 们 想 尽 了 各 种 方法 使 用 对 应 的 经 典 色 噪 声 源 ， 企 图 弱化 量子 特 
征 。 迄 今 为 止 ， 所 得 到 的 最 接近 的 仅仅 是 半 经 典 极限 。 

用 量子 朗 之 万 方程 的 平均 去 研究 非 线性 量子 系统 的 量子 摩擦 遭遇 到 了 极 大 的 困难 : 非 
线性 “禁止 ”了 直接 的 解 。 因 为 这 个 解 需要 预先 知道 诸如 平均 值 和 关联 函数 这 一 类 的 统 
计 性 质 。 这 些 未 知 的 非 线性 响应 函数 同时 也 阻碍 了 简化 密度 算 符 变化 率 的 导出 ， 也 就 是 量 
子 主 方程 关于 开放 量子 系统 的 解 。 

这 里 存在 一 个 很 具体 的 问题 ， 那 就 是 作用 于 环境 和 系统 的 全 希 尔 伯 特 空间 的 量子 朗 之 
万 方程 也 需要 与 经 典 的 广义 朗 之 万 方程 相 区 别 ， 这 种 区 别 的 诠释 存在 困难 。 在 目前 的 体系 
下 ， 行 为 局 限 在 具有 经 典 高 斯 噪声 性 质 的 演化 系统 的 空间 状态 的 随机 动力 学 有 特别 的 优先 
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地 位 ， 这 也 是 量子 布朗 运动 理论 的 一 个 困难 。 
尽管 量子 噪声 关联 的 微观 表示 已 直接 由 式 4-121 给 出 ， 还 要 给 出 由 宏观 摩擦 核 函 数 
Y(t) 和 尖 疯 府 这 以 殉 且 各 着 要 六 六 回避 且 兴 和 的 形式 给 册 ; 


Hz) = 去 3 2 ]; Re(z) > 0 (4-129) 
= me ， 得 到 : 
Re[7(z =—- iw+0°)] = 巴 六 寺 sto- wi) + 6(w + w;)] (4-130) 


利用 式 4-121 的 平均 ， 得 到 有 用 的 关系 : 
Se(D = Sn(D = 下 [Re[37(- io+07)]haeoth( airjecos(opDdw (4-131) 


在 经 典 极限 下 ， 上 式 所 述 的 关系 对 于 独立 的 、 具 有 密度 p 或 p 的 热 浴 初 值 ， 简 化 到 非 
马尔 可 夫 爱 因 斯 坦 关系 Sw(t) = MksTy(t) 。 关 系 式 4-131 绝 不 是 显然 的 ， 它 暗示 了 量子 
耗 散 是 可 以 根据 诸如 摩擦 核 函 数 y(+) 和 温度 这 一 类 宏观 量 来 构造 。 系 统 和 热 浴 之 间 的 另 
外 一 种 耦合 方案 ， 通 常 不 再 用 直接 根据 宏观 输 运 系数 的 量子 噪声 关联 表示 。 例 如 ， 系 统 和 
两 能 级 系统 热 浴 ( 自 旋 热 浴 ) 的 耦合 ， 就 不 同 于 谐振 子 热 浴 与 系统 的 耦合 

注意 ， 以 下 的 这 些 特征 不 同 于 经 典 环境 中 的 广义 朗 之 万 方程 : 量子 噪声 #(+) 与 初 位 
置 算 符 相 关联 ， 这 种 关联 特征 (g(t。)&(+)); 关 0 来 源 于 量子 噪声 的 直接 形式 ， 而 且 只 有 在 
经 典 极限 下 ， 这 种 关联 才 为 零 。 还 应 该 注意 到 ， 系 统 - 热 浴 相互 作用 的 期 望 值 在 零 温度 下 
是 有 限 的 。 这 些 特征 说 明了 系统 - 热 浴 在 绝对 零度 的 耦合 ， 通 过 零点 涨 落 诱 发 了 非 零 的 脱 
散 。 

此 外 ， 初 始 移 动 项 y(t - b)4(b) 也 表现 在 没有 重 整 化 势 的 哈密 顿 之 中 。 将 这 个 初 值 
的 贡献 吸收 于 量子 涨 落 5(+) 之 中 ,这些 变 为 稳定 的 涨 落 对 应 了 热 浴 的 初始 密度 算 符 Piw，， 
由 式 4-123 所 确定 。 然 而 ， 还 应 该 注意 到 ， 对 应 于 整个 势 阱 中 的 平均 和 非 移动 的 热 浴 密度 
算 符 puw ， 量 子 涨 落 将 变 为 非 定 态 。 

这 里 还 应 该 值得 指出 ， 量 子 朗 之 万 方程 的 初 值 项 不 应 该 与 引入 到 量子 主 方程 的 初 值 项 
相 混淆 。 在 经 典 的 简化 动力 学 中 ， 总 是 可 以 用 对 应 的 投影 算 符 形式 消去 这 个 初 值 项 -广义 
主 方程 中 的 非 均匀 贡献 。 按 时 间 回 归 的 解 简化 了 概率 性 的 真实 的 线性 动力 学 。 这 一 性 质 不 
适 于 简化 的 量子 动力 学 。 不 能 因数 分 解 的 贡献 于 量子 主 方程 的 系统 和 热 浴 初 值 ， 对 于 开放 
的 量子 动力 学 的 时 间 解 表现 出 真实 的 非 线性 性 。 

存在 的 更 精妙 之 处 需要 指出 ， 引 入 量子 朗 之 万 方程 的 摩擦 的 形式 与 经 典 的 广义 朗 之 万 
方程 相同 。 特 别 地 ， 时 间 关 联 的 势 导 致 了 摩擦 核 函 数 在 量子 朗 之 万 方程 中 具有 不 变性 。 与 
经 典 的 马尔 可 夫 情 形 不 同 ， 摩 擦 引入 到 相应 的 依赖 于 驱动 时 间 标 量 的 福 克 一 普 朗 克 动 力 
学 ， 这 对 于 简化 密度 矩阵 的 广义 量子 主 方程 是 不 成 立 的 。 

量子 朗 之 万 方程 的 解 显示 了 摩擦 和 势 场 时 间 依 赖 ， 这 些 依次 决定 了 密度 矩阵 的 统计 性 
质 。 摩 擦 力 引入 到 量子 主 方程 是 一 种 相当 综合 的 方法 ， 这 已 经 由 初始 的 耗 散 振动 动力 学 所 
验证 ， 这 里 的 时 间 依 赖 的 驱动 引入 到 扩散 的 动能 解 控制 了 简化 的 密度 算 符 或 等 价 的 维 纳 
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(Wigner) 输 运 。 

对 于 热 浴 由 谐振 子 组 成 的 双 线 性 的 系统 - 热 浴 相 互 作用 ， 可 以 直接 地 积分 出 热 浴 自由 
度 。 只 要 热 浴 的 自由 度 表 现 出 线性 性 ， 如 果 系统 部 分 的 非 线 性 的 耦合 被 系统 的 动量 或 位 置 
自由 度 算 符 值 函 数 所 代替 ， 对 于 热 浴 谐振 子 的 非 线性 三 合 情 形 则 可 使 用 热 浴 自由 度 的 消去 
法 求解 。 这 将 导致 摩 氛 核 函数 表现 为 非 线性 摩擦 ， 但 是 热 浴 自 由 度 的 影响 仍然 具有 严格 的 
形式 。 

对 于 其 他 环境 ， 关 于 非 线性 系统 可 以 导出 严格 的 量子 朗 之 万 方程 。 这 种 系统 可 以 是 自 
旋 自由 度 的 系统 ， 该 环境 与 系统 的 量子 〈 玻 色 ) 振子 系统 通过 交换 作用 哈密 顿 和 系统 哈 
密 顿 而 实现 相互 作用 ， 这 是 一 种 量子 体系 不 被 破坏 的 作用 。 这 种 情况 对 应 了 单纯 的 相 移 
表现 在 与 热 浴 接 触 的 自 旋 系统 之 中 。 


4.7.4 路 径 积 分 与 影响 作用 量 


描述 耗 散 的 一 种 最 有 效 途 径 是 基于 量子 力学 的 路 径 积分 公式 。 量 子 力学 的 路 径 积分 公 
式 中 的 传播 子 表示 为 


Ghee 


这 里 的 积分 线材 盖 了 所 有 可 能 的 路 径 ， 起 点 为 (9 ,0) ,终点 为 (qj,t) 。 每 条 路 径 的 权 
重 由 位 相 因 子 确定 ， 其 中 包含 了 经 典 作 用 量 。 对 于 量子 耗 散 系统 的 描述 ， 必 须 认识 到 传播 
子 和 平衡 态 密度 矩阵 之 间 有 相 类 似 的 关系 : 


any y 
mg9) = Bhs DD ep( -SB) (4-133) 


oD) gy 


D(q)exp (Bs(q)) (4-132) 


式 中 , Z6 是 配 分 函数 。 相 比较 式 4-132 而 言 ， 式 4-133 被 称 为 虚 时 间 的 路 径 积分 ， 而 前 者 
则 称 为 实时 间 的 路 径 积 分 。 在 这 两 种 路 径 积分 之 中 ， 应 注意 区 别 所 分 别 使 用 的 作用 量 ， 前 
者 为 经 典 作用 量 ， 而 后 者 则 是 所 谓 的 欧 拉 作 用 量 。 欧 拉 作用 量 是 通过 变换 势能 项 的 符号 为 
虚 时 间 而 得 到 。 在 虚 时 间 中 所 讨论 的 运动 是 对 应 反 转 势 的 运动 。 

在 路 径 积分 公式 中 ， 经 典 力学 和 量子 力学 的 联系 表现 得 十 分 清晰 。 路 径 积分 中 的 主要 
贡献 产生 于 作用 量 的 稳定 点 ， 也 就 是 经 典 路 径 。 在 经 典 轨道 附近 ， 轨 道 的 涨 落 结构 对 应 量 
子 效应 。 因 此 将 广义 的 轨道 划分 为 经 典 轨道 和 其 周围 的 涨 落 轨道 结构 是 十 分 有 用 的 。 把 作 
用 量 关 于 涨 落 按 睾 级 数 展开 到 二 阶 项 ， 即 得 到 了 主要 的 量子 关联 。 在 半 经 典 近 似 下 ， 高 阶 
项 常常 被 忽略 ， 系 统 被 演变 成 了 严格 的 线性 系统 。 

前 面 所 得 到 的 是 忽略 系统 的 外 自由 度 的 运动 方程 。 在 路 径 积分 方法 中 ， 我 们 也 可 以 使 
用 类 似 的 过 程 。 环 境 的 影响 可 以 包含 在 影响 作用 量 之 中 ， 而 影响 作用 量 却 附加 在 系统 的 作 
用 量 之 中 。 在 虚 时 间 系 统 中 ， 影 响 作用 量 表示 为 : 


Sr[9] = -二 [drf k(t ar) -gl0) Jdo (4-134) 
上 式 中 函数 表示 为 : 
xD = #8 Despin, ®) (4-135) 
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式 中 , 7(z) 仍然 表示 阻尼 核 函 数 的 拉 普 拉 斯 谱 ; 而 wv 则 表示 系统 的 n 阶 角 频率 ; w, 为 热 浴 
的 m 阶 角 频率 。 影 响 作用 量 式 4-134 很 清楚 是 非 局 域 的 ， 因 此 不 能 根据 势 函数 来 表示 。 如 
果 式 4-114 哈密 顿 中 势 的 重 整 化 项 被 去 掉 ， 则 式 4-134 中 将 会 出 现 局 域 量 的 贡献 。 路 径 的 
自作 用 被 式 4-134 所 简化 ， 通 过 核 函 数 式 4-135 减退 倒 欧姆 阻尼 ， 仅 是 rz 的 代数 表达 式 ， 
因此 表现 为 长 程 作 用 。 

由 于 环境 看 合 和 量子 效应 ， 局 域 势 的 最 小 值 也 许 是 亚 稳 态 的 。 相 应 地 有 两 个 摆脱 机 
制 : (1) 高 温 时 主要 表现 为 热力 学 行为 ; (2) 低温 时 主要 表现 为 量子 隧道 效应 。 为 了 说 
明 问题 ， 定 义 立方 势 ; 


TV(9) = wa 人 (1 攻 2) (4-136) 
jo 


图 4-3 表示 了 立方 势 的 势能 曲线 。 在 图 中 ， 选 定 势 件 高 度 为 : Y= (2/27) Mw3q; ， 特 
别 地 ， 势 又 的 角 频 率 ws 等 于 势 阱 的 角 频 率 w。。 

如 图 4-4 所 示 为 用 阿 列 纽 斯 曲线 描述 的 衰减 速率 。 亚 稳 态 的 衰减 速率 的 阿 列 纽 斯 图 是 
曲线 从 上 至 下 所 对 应 的 阻尼 强度 依次 为 Y/2wo =0，0.5，1。 由 图 看 出 ， 在 所 谓 的 穿越 温 
度 Ti， 左边 的 热力 学 区 域 和 右边 的 量子 区 域 存在 明显 的 分 界 。 对 于 强 阻 尼 ， 热 力学 区 域 
是 比较 大 的 ， 也 即 是 说 变 得 更 加 经 典 。 


In(Pew) 


LN 


图 43 图 4-4 


当 耗 散 的 实时 过 程 的 衰减 存在 时 ， 考 虑 配 分 函数 Zs 的 虚 时 间 的 计算 提供 了 简单 的 选 
择 。 由 于 三 阶 势 式 4-136 没有 下 边界 ， 因 此 配 分 函数 Zs 没有 严格 的 峰值 。 按 照 路 径 积分 
的 观点 ， 在 势 又 附近 存在 涨 落 模 ， 这 导致 了 函数 空间 的 鞍点 。 关 于 这 一 困难 ， 可 以 在 快速 
下 降 方向 执行 积分 而 克服 。 在 此 ， 配 分 函数 和 自由 能 要 求 一 个 关系 到 衰减 速率 的 虚 部 。 
热力 学 区 域 和 量子 区 域 之 间 的 转换 ， 通 过 考虑 反 立 方 势 中 持续 量 为 各 的 可 能 的 经 典 
路 径 ， 根 据 路 径 积分 的 图 像 下 是 容易 理解 的 。 对 于 高 湿 或 短 虚 时 间 由 ， 唯 一 的 经 典 解 是 
常数 解 ， 势 阱 中 为 9 =0， 而 在 势 双 处 为 9 = 2go/3 。 考 虑 下 述 的 正 值 解 : 
+luly(lnl) -w=0 (4-137) 
第 二 涨 落 模 变 得 不 稳定 ， 这 意味 着 存在 新 的 经 典 解 ， 这 个 新 的 解 在 势 牟 附近 振荡 。 这 个 新 
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的 解 联系 到 量子 障 穿 ， 因 此 式 4-137 定义 了 穿越 温度 。 由 此 ， 在 欧姆 近似 下 ， 穿 越 温 度 表 
示 为 : 
-起 + - 划 et 


从 上 面 的 讨论 知道 ， 强 阻尼 导致 了 低 穿 越 温度 和 小 的 量子 区 域 ， 这 使 得 系统 更 加 经 典 
化 。 在 低温 区 域 的 耗 散 的 量子 衰减 的 直接 特征 是 随 温度 而 代数 增进 的 衰减 速率 。 对 于 低频 
的 恒定 摩擦 行为 欧姆 环境 ， 人 们 得 到 了 前 因子 和 影响 作用 量 的 通常 的 7 增进 关系 ， 而 影 
响 作用 量 则 主导 着 指数 速率 的 增进 式 4-132 和 式 4-133。 

我 们 曾经 利用 简化 的 动力 学 系统 强调 热平衡 态 与 时 间 反 转 系统 (这 是 主要 的 细致 平 
衡 系 统 ) 的 强 关联 ， 还 指出 了 使 用 路 径 积分 图 像 描 述 非 线 性 和 强 摩擦 过 程 的 优点 。 对 于 
微 扰 图 像 而 言 ， 处 理 系统 - 热 浴 耘 合 于 低 阶 情形 ， 也 就 是 弱 耦 合 主 方程 方法 是 十 分 优异 的 。 
在 最 近 发 展 起 来 的 强 摩擦 区 域 ， 根 据 量子 斯 莫 罗 可 夫 斯 基 方 程 的 可 选择 描述 是 允许 的 。 随 
之 而 来 地 使 用 所 谓 的 旋转 波 近似 也 许 还 存在 一 些 疑 问 ， 毫 无 疑问 的 使 用 仅仅 局 限于 谐振 环 
境 的 弱 耦 合 区 域 。 在 此 需要 说 明 ， 旋 转 波 近似 暗示 了 在 7 阶 条 件 下 的 埃 伦 费 斯 特 理论 被 
破坏 。 很 清楚 ，y 作为 小 量 仅仅 在 弱 耦 合 区 间 成 立 ， 也 就 是 y < we 条 件 。wi' 表示 相同 类 
型 的 时 间 标 度 的 系统 动力 学 。 同 样 地 应 用 于 失效 的 量子 衰退 理论 : 在 以 下 三 点 条 件 下 的 影 
响 依然 可 以 是 小 量 :(1) 极 弱 的 阻尼 ; (2) 不 是 太 低 的 温度 ， 遵 从 ks7>> jiy ; (3) 不 是 
太 短 的 演化 时 间 。 

对 于 非 线性 的 量子 系统 ， 广 义 的 量子 朗 之 万 方程 的 讨论 是 严格 的 。 然 而 ， 它 的 实际 应 
用 是 特别 地 限制 于 线性 系统 ， 这 个 系统 的 响应 可 以 被 计算 于 封闭 的 形式 。 对 于 时 间 关 联 的 
线性 系统 ， 这 也 是 一 致 的 ;该 线性 系统 的 响应 仍然 是 线性 的 ， 虽 然 计算 包含 了 使 用 数字 的 
甫 洛 碗 特 (Floquet) 理论 。 广 义 的 非 线性 响应 函数 的 知识 的 缺乏 也 困扰 着 对 应 的 广义 的 
主 方程 的 计算 。 

从 广义 的 非 线 性 朗 之 万 方程 导出 主 方程 的 问题 ， 或 者 是 经 典 的 色 噪 声 的 问题 并 没有 得 
到 解决 。 这 也 是 一 个 特别 的 问题 ， 它 限制 了 各 类 变量 的 随机 的 薛 定 廖 方程 的 实际 应 用 。 


区 


5 布朗 运动 的 连续 时 间 无 规 行走 描述 


自爱 因 斯 坦 1905 年 的 《 热 的 分 子 运动 论 所 要 求 的 静 液 体 中 悬浮 粒子 的 运动 》 一 文 发 
表 后 ， 其 中 所 使 用 的 描述 布朗 粒子 运动 的 无 规 行走 方法 ， 标 志 着 统计 动力 学 的 新 开端 。 随 
后 的 半 确 定性 的 朗 之 万 方程 、 奈 奎 斯 特 的 线性 响应 理论 、Kube 的 耗 散 涨 落 定理 ， 使 统计 
动力 学 发 展 到 了 一 个 辉煌 时 期 。 这 个 阶段 的 统计 动力 学 理论 ， 理 想 地 解释 了 扩散 的 微观 机 
制 、 实 验 现象 和 理论 解释 和 谐 地 统一 起 来 。 然 而 随 着 实验 技术 的 不 断 进步 和 研究 领域 的 不 
断 扩展 ,许多 被 揭示 出 来 的 实验 现象 却 和 这 些 经 典 的 理论 不 相 协 调 。 这 些 实验 现象 诸如 玻 
璃 表面 的 液体 扩散 、 注 流 中 的 输 运 现象 、 有 缺陷 的 晶 格 中 的 电子 输 运 、 核 磁 共振 现象 、 生 
物 细胞 中 的 跨 膜 输 运 、 蛋 白质 折 谷 、DNA 序 的 组 合 等 。 面 对 这 些 困 难 ， 人 们 又 重 回 到 理 
论 框架 的 起 点 ， 重 新 反省 物理 模型 ， 以 至 于 近年 来 蒙特 诺 、 维 格 那 等 人 的 工作 ， 使 统计 动 
力学 又 从 非 确 定论 的 角度 发 展 到 了 一 个 新 的 层面 ; 形成 了 较为 完整 的 连续 时 间 无 规 行走 理 
论 ， 较 好 地 解释 了 诸如 反常 扩散 这 些 经 典 统计 动力 学 所 难以 解释 的 现象 。 


5.1 经 典 的 随机 行走 模型 


我 们 首先 讨论 古老 的 随机 行走 模型 ( 爱 因 斯 坦 模型 ) 。 经 典 的 无 规 随 机 行走 是 一 个 非 
连续 过 程 ， 行 走 中 存在 一 个 停顿 的 间隔 时 间 + ， 相 当 于 介质 分 子 的 非 对 称 、 非 均匀 涨 落 作 
用 碰撞 在 布朗 粒子 上 ， 这 种 涨 落 在 时 间 上 是 不 连续 的 。 考 虑 最 简单 情形 是 间隔 时 间 恒 定 
即 每 行走 两 步 之 间 的 时 间 间 隔 相同 。 如 果 忽 略 行走 过 程 中 所 用 的 时 间 ， 则 布朗 粒子 从 初 
始 时 刻 开始 ,行走 ( 跳 路 ) v 步 后 所 用 的 时 间 为 vr 。 由 于 介质 分 子 对 布朗 粒子 的 大 数 、 
均匀 作用 ， 因 此 不 同 布朗 粒子 的 任意 的 两 步 跳 路 之 间 可 以 认为 是 无 关联 的 (彼此 独立 ) ， 
而 同一 个 布朗 粒子 的 跳跃 则 是 马尔 可 夫 过 程 。 如 果 布 朗 粒 子 每 两 次 跳 路 之 间 的 空间 位 移 为 
r， 那 么 布朗 粒子 在 空间 产生 位 移 " 的 输 运 的 概率 密度 (TPDF) 〈 即 布朗 粒子 在 一 次 跳 有 
时 间 间 隔 上 ， 产 生 位 移 为 r 的 粒子 数 与 总 粒子 数 之 比 ) ， 表 示 为 /7r) 。 概 率 分 布 函 数 /(7) 
是 随机 行走 模型 的 特征 或 特征 描述 函数 。 

用 m(x) 表示 某 个 布朗 粒子 在 初始 条 件 no(x) = 5(x) 时 ,经 过 第 v 步 跳 路 后 在 空间 x 
处 的 概率 密度 。 为 方便 起 见 ， 首 先 考虑 一 维 的 标量 形式 。 由 于 跳跃 过 程 中 不 同 粒 子 的 跳跃 
彼此 独立 ， 因 此 稳定 态 的 空间 的 概率 密度 (PDF) 可 以 很 方便 地 寻求 出 来 。 实 际 上 ， 对 于 
稳定 系统 ，PDF 不 随时 间 变 化 ， 因 此 在 时 刻 (v + 1) 在 空间 x 处 发 现 布朗 粒子 的 PDF 等 于 
在 时 刻 wr ， 在 空间 位 置 * 的 PDF 乘 以 产 牛 跳跃 (x -x') 的 TPDF， 对 所 有 的 空间 位 置 x 
求 和 《〈 即 某 时 刻 处 于 x 的 布朗 粒子 的 PDF 是 所 有 空间 x' 中 的 布朗 粒子 跳跃 的 结果 )， 则 
有 : 


ms = nC Yr -xdr' (5-1) 
由 于 时 间 的 对 称 性 (+ = -t) ， 逆 过 程 与 正 过 程 等 价 。 为 方便 计 ， 可 将 上 式 用 傅 里 叶 
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变换 表示 : 
(= (zs)eedx 


fF(k) = f(x) erdx (5-2) 


在 此 ， 用 顶 波浪 符号 表示 傅 里 叶 谱 ， 用 表示 健 里 叶 相 空间 变量 。 式 5-2 中 的 密度 函 
数 PDF 的 传 里 叶 谱 称 为 随机 行走 的 特征 函数 ， 而 输 运 概率 密度 TPDF 的 传 里 叶 谱 则 称 为 随 
机 行走 的 结构 函数 。 

特征 函数 和 结构 函数 具有 以 下 的 重要 性 质 。 设 n(x) 是 归 一 化 的 概率 密度 函数 PDF， 


其 特征 函数 为 i(k) 。 根 据 特征 函数 的 定义 ， 它 可 以 被 解释 为 将 指数 因子 视 为 随机 变量 
时 ， 该 随机 变 基 对 空间 分 布 的 平均 : 


a(k) = fn(x)erdr = (e*) (5-3) 
根据 式 5-3， 可 以 得 到 PDF 的 矩 与 特征 函数 在 上 =0 时 的 导数 关系 。 由 傅 里 叶 变 换 的 
性 质 ， 可 得 归 一 化 条 件 的 PDF 在 原点 (初始 点 ) 的 值 为 : 
元 (上 =0) =1 (5-4) 
于 是 在 空间 位 置 的 一 阶 矩 可 以 表示 为 : 
(x) = fan(x)dx =-i 基 n(x)ewdx|,.o = 天 (有 (5-5) 
推广 到 一 般 情形 ，p 个 随机 量 乘积 的 一 阶 矩 则 表示 为 : 
(tux) = 站 il (5-6) 


而 特别 地 ， 对 于 空间 位 移 的 二 阶 矩 〈 即 方 均 位 移 ，MSD ( Mean Square Displacement) ) 可 
以 写 为 : 


(2》 = 一 总 总 (kh) co (577) 
根据 伟 里 叶 变换 的 性 质 ， 可 以 将 第 。+1 步 时 的 空间 密度 用 传 里 叶 谱 表示 为 ， 
Rk) = fk) ak) (5-8) 


使 用 初始 条 件 io(t) = 1 (这 是 6 函数 的 傅 里 叶 变换 ) ， 得 到 递 推 关系 : 


i(k) = FE), Rlk) = POF = [FR)], Ak) = [FCk)]" (5.9) 
对 上 式 实施 逆 传 里 叶 变换 ， 推 广 到 三 维 情形 ， 用 上 箭头 表示 三 维 矢量 ， 最 后 得 到 三 维 
空间 中 的 PDF 为 : 


n(x) = (2m) "LF Kk) Je rake (5-10) 
式 5-10 是 经 典 随机 行走 问题 的 完备 解 。 由 此 可 知 ， 原 则 上 只 要 知道 空间 结构 函数 


了 (k) ， 即 跃迁 分 布 密度 (TPDF) 的 傅 里 时 相 空 间 形式 ， 布 朗 粒 子 在 空间 的 分 布 密度 
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(PDF) 就 可 由 式 5-10 积分 出 来 。 

在 最 简单 情形 ， 考 虑 布朗 粒子 在 空间 的 随机 行走 是 对 称 、 各 向 同性 的 ， 此 时 的 三 维 矢 
量 式 的 PDF 退化 到 标量 形式 。 在 一 维 情形 ， 如 果 进 一 步 简化 到 结构 函数 关于 随机 变量 大 
是 稳定 分 布 的 ， 则 积分 式 5-10 就 可 以 数值 计算 出 来 。 由 概率 理论 知道 ， 对 于 给 定 的 正 、 
实数 a, 、o 、a， 如 果 结 构 函 数 是 稳定 的 分 布 ， 则 必 有 : 


f(ak)f (ak) = f(ak) (5-11) 
而 满足 式 5-11 的 结构 函数 应 具有 形式 : 
fF(k) = exp[ -Clkle] (0<B<2) (5-12) 


上 式 对 B 的 限制 是 基于 TPDF 的 正定 性 ， 如 果 不 满足 此 限制 TPDF 函数 /(x) 将 是 不 正 
定 的 ， 指 数 B 称 为 lavy 指数 。 函 数 结构 形 如 式 5-12 的 分 布 称 为 levy 分 布 。 对 于 lavy 分 布 ， 
具有 以 下 的 性 质 : 


站 7 = f(ak) (5-13) 
因而 有 如 下 的 组 合 定理 : 
总 二 (Ye) (5-14) 
在 a。=1 的 条 件 下 ， 由 上 式 可 以 得 到 : 
[7(D] ”= (ob) (5-15) 
在 结构 函数 是 levy 分 布 的 条 件 下 ， 第 "步行 走 后 布 朗 粒 子 的 特征 函数 为 : 
A(k) = exp( 一 2Ci2) (5-16) 


由 于 时 间 的 周期 性 ， 上 式 中 的 v 对 应 了 行进 时 间 。 特 征 函数 的 位 相 因子 正比 于 时 间 ， 
经 典 的 随机 行走 模型 具有 自 相 似 性 。 

在 lavy 分 布 中 ， 当 B=2 时 ， 将 退化 到 高 斯 分 布 。 实 际 上 , 在 B=2 时 ， 对 式 5-16 实 
施 傅 里 叶 逆 变换 ， 相 应 的 分 布 函数 是 归 一 化 的 解析 的 高 斯 函数 : 

1 r 
Ce -i) 

由 式 5-17 可 得 到 一 维 的 方 均 位 移 (MSD) : 

(2) =2Cy (5-18) 
这 与 爱 因 斯 坦 的 结论 相 一 致 : 方 均 位 移 与 时 间 成 正比 ， 描 述 了 扩散 现象 。 从 另 一 个 角度 米 
看 ， 遵 循 高 斯 分 布 的 随机 行走 过 程 对 应 了 通常 意义 下 的 扩散 。 在 动力 学 的 范畴 来 看 ， 高 斯 
分 布 的 热力 学 噪声 将 引起 正常 扩散 。 

如 果 随 机 行走 的 结构 函数 是 稳定 态 的 levy 指标 为 0 <B <2 的 结构 函数 ， 这 时 的 结构 函 
数 式 5-16 的 逆 傅 里 叶 变换 将 不 再 有 一 般 形 式 的 解析 解 (例如 B=1 时 的 解 具 有 洛 伦 兹 或 柯 
西 的 分 布 形式 ) ， 其 主要 的 定性 特征 是 在 空间 的 PDF 将 是 具有 长 尾 分 布 的 特征 。 在 长 尾 分 
布 情形 , 方 均 位 移 ( MSD) 将 发 散 。 实际 上 ,由 式 5-7 可 知 , 在 0<B <2 时 ， 
《*)~ 局 ?|s-。= % 。 由 于 这 个 原因 ， 对 于 长 时 近似 的 稳定 的 levy 分 布 ， 将 出 现 数学 上 
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n(x) = (5-17) 


的 奇异 性 ， 而 无 物理 上 的 对 应 ( 因为 经 典 的 布朗 粒子 不 具备 量子 特征 ， 而 有 限 长 的 时 间 
内 产生 无 穷 大 的 MSD 却 是 一 种 量子 效应 ) 。 在 这 里 还 存在 一 个 很 重要 的 问题 : 为 什么 稳定 
分 布 在 物理 问题 中 占有 重要 的 地 位 : 

在 一 般 情 况 下 ， 布 朗 粒子 随机 行走 是 对 称 的 ， 此 时 的 空间 位 移 的 一 阶 矩 为 零 ， 分 布 
函数 必须 具有 矢量 形式 ， 而 且 空间 结构 函数 了 (k) 通常 不 具有 解析 的 形式 。 如 果 把 任 
意 的 空间 结构 函数 看 成 是 在 k=0 的 领域 内 解析 ， 则 对 任意 的 分 布 函 数 /(x) 有 相应 的 结 
构 函数 : 


7(D = [x) etdr = (e*”) (5-19) 
可 将 结构 函数 在 上 =0 点 展开 为 宕 级 数 ， 
7(D = 1 + (x) -kk: (xr) + OCP) (5-20) 


为 简单 计 ， 考 虑 各 向 同性 的 输 运 密度 PDF。 由 于 各 向 同性 ， 采 用 爱 因 斯 坦 求 和 规则 ， 
则 有 : 


Cad: ss) = 8,(7) (521) 
于 是 结构 函数 简化 为 ; 
FR) =1+ike (x) -+O(P) (5-22) 


以 上 假设 A(k) 解析 ， 暗 示 了 展开 级 数 的 系数 ， 也 就 是 输 运 函数 . Kx) 的 各 阶 矩 有 限 。 
另 一 方面 ， 任 意 的 结构 函数 在 小 上 条件 下 可 以 表示 为 累积 形式 : 


Fk) = exp{ ex -二 PC)》+ } (5-23) 
上 式 中 的 第 二 重 累积 定义 如 下 ， 

(7)) = C7) -1(x) b= (x - (x) 1) (5-24) 
在 前 面 的 讨论 中 ， 我 们 用 行走 步 数 » 表示 了 时 间 变量 ， 现 在 使 用 真实 时 间 : = vt 导出 


实时 的 密度 分 布 函 数 n,(x) = n(x,t) 。 使 用 结构 函数 了 (k) 的 累积 形式 如 式 5-22， 并 实 
施 逆 傅立叶 变换 如 式 5-10 后 得 到 : 


n(x,t) = OO (5-25) 
定义 新 的 变量 : 
v= Dp- (5-26) 


应 该 注意 所 引入 的 变量 D 有 爱 因 斯 坦 关系 的 形式 ， 则 实时 的 三 维 空间 的 PDF 变化 为 : 
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n(x,t) = [eie na (5-27) 


1 
(2m) 
积分 上 式 即 得 : 


人 5-28 
Ce 二 | 人 


上 式 表示 了 一 般 情况 下 不 对 称 的 结构 函数 在 长 波 近似 下 的 空间 密度 分 布 是 高 斯 波 包 。 
在 :=0 时 ， 高 斯 波 包 的 中 心 处 于 原点 。 而 当 :> 0 时 ， 波 包 将 向 外 展开 〈 扩 散 ) 涉及 更 宽 
的 空间 ， 同 时 中 心 ( 极 大 值 ) 点 以 恒定 的 速度 了 运动。 密度 函数 的 函数 图 像 形状 可 以 用 
指数 Pe 来 表征 : 


n(x,t) = 


Pe = 将 (5-29) 


式 中 ,L 称 为 特征 长 度 ; Pe 指数 表征 了 扩散 中 的 对 流 的 重要 关系 ; V 表征 了 对 流速 度 。 当 
VY =0 时 ， 对 流 不 存在 而 只 有 扩散 发 生 。 

高 斯 波 包 的 形式 如 式 5-27 是 在 长 波 近似 (jj 一 0) 的 前 提 下 导出 的 ， 这 个 条 件 对 应 了 
|x -Vil 一 。 因 此 ， 对 于 每 一 个 固定 的 点 x*， 高 斯 波 包 式 5-28 表示 了 长 时 极限 下 扩散 
的 渐进 行为 。 以 上 从 结构 函数 的 特征 出 发 到 高 斯 波 包 的 得 出 ， 是 概率 理论 中 的 中 心 极限 定 
理 的 简单 推导 过 程 。 中 心 极限 定理 在 此 物理 模型 中 可 以 简洁 地 表述 为 : 任何 具有 解析 
(或 在 某 个 邻 域 解析 ) 的 特征 函数 的 随机 行走 过 程 ， 其 渐进 行为 必然 是 高 斯 波 包 所 描述 的 
行为 ， 因 此 高 斯 分 布 在 一 般 的 物理 问题 中 尤为 重要 。 需 要 说 明 的 是 高 斯 波 包 是 对 流 扩 散 方 
程 的 格林 函数 。 即 对 流 扩散 方程 式 5-30 在 初始 条 件 n(x,0) = 8(x) 下 的 解 ; 


0) = DVn(x,t) _V. Vn(x,t) (5-30) 


对 流 扩散 方程 式 5-30 中 ， 当 V =0 时 ， 方程 演化 为 基本 的 扩散 方程 。 

我 们 可 以 将 随机 行走 理论 的 结果 与 基于 朗 之 万 方程 的 扩散 理论 相 联 系 起 来 。 我 们 发 现 
规则 的 随机 行走 行为 渐进 于 扩散 过 程 。 随 机 行走 过 程 的 方 均 位 移 〈 原 点 矩 ) 由 PDF 的 极 
大 值 确定 为 : 

《lz - Vil) = 6Dt , (5-31) 


因此 式 5-26 所 定义 的 D 对 应 了 式 5-30 中 的 扩散 系数 。 

中 心 极限 定理 的 主要 假设 是 结构 函数 要 解析 。 如 果 该 假设 不 成 立 ， 前 面 讲 到 的 中 心 极 
限定 理 将 不 再 成 立 。 实 际 上 ， 对 于 典型 的 非 解 析 函 数 ， 可 以 将 其 在 小 k 条 件 下 展开 为 非 整 
数 寡 次 的 震级 数 : 


F(E) =1-C+… (0<B<2) (5-32) 
这 种 表示 形式 可 以 联系 到 稳定 的 levy 分 布 的 PDF。Levy 分 布 的 PDF 与 高 斯 分 布 的 
PDF 有 很 大 的 差异 ， 最 主要 的 区 别 是 levy 分 布 的 PDF 具有 长 尾 特征 ， 这 将 导致 方 均 位 移 


MSD 的 发 散 。Levy 分 布 的 PDF 并 不 遵循 经 典 的 扩散 方程 ， 而 是 要 服从 怪异 的 扩散 方程 ， 
例如 后 面 将 要 讲 到 的 分 数 维 微分 方程 。 
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5.2 连续 时 间 随 机 行走 模型 

前 面 讲 到 的 经 典 随 机 行走 过 程 中 ， 行 走时 间 间 隔 是 规则 的 等 时 间 间 隔 :=j r， 这 种 情 
况 是 与 实际 过 程 有 很 大 的 差异 。 我 们 现在 将 要 讨论 的 是 与 实际 情况 相 接近 的 连续 时 间 随 机 
行走 模型 (CTRW ，Cotinuous Time Random Walks) 。 

在 CTRW 模型 中 ， 布 朗 粒子 每 次 在 空间 产生 的 跳跃 是 随机 的 ， 用 随机 矢量 7 描述 。r 
的 意义 是 : 跳跃 的 方向 和 距离 是 随机 的 。 由 于 介质 分 子 涨 落 的 大 数 性 和 介质 分 子 对 布朗 粒 
子 碰撞 的 各 向 同性 ， 以 及 布朗 粒子 和 介质 分 子 具有 不 可 分 辨 性 ， 我们 依然 假设 不 同 布朗 粒 
子 之 间 的 跳跃 是 统计 独立 的 ， 同 一 布朗 粒子 的 不 同 次 跳跃 之 间 也 是 统计 独立 的 。 产 生 跳 路 
r 的 粒子 数 密度 分 布 TPDF 仍然 用 fr) 表示。 其次， 布朗 粒子 在 每 两 次 跳跃 之 间 所 用 的 时 
间 4 的 长 短 也 是 有 限 、 随 机 的 ， 称 此 时 间 为 布朗 粒子 的 等 待 时 间 ， 不 同 次 的 等 待 时 间 长 短 
不 一 ， 即 布朗 粒子 经 过 等 待 时 间 的 停留 后 即 发 生 新 的 一 次 跳跃 。 我 们 将 布朗 粒子 随 等 待 时 
间 的 密度 WPDF 分 布 用 等 待 时 间 分 布 函 数 光 (1) 表示 。 换 句 话 说 ，WPDF 表示 了 在 一 次 跳 
跃 后 ， 经 过 时 间 :而 发 生 新 的 一 次 跳跃 的 粒子 数 密度 分 布 。 我 们 仍然 用 傅 里 叶 、 拉 普 拉 斯 
变换 来 表示 TPDF、WPDF 在 相 空 间 的 行为 ， 并 用 项 角 表示 拉 普 拉 斯 谱 ， 顶 波浪 表示 传 里 
叶 谱 (我 们 以 后 将 沿用 此 表示 ) : 


bo) =[ ey d= Ly()! 
yn) Wz A = 7) 
7 8) = ADerrdr = FD)! 


1 PETE: 
用 站 = f (Ke dk = FfF(R)! (5-33) 


上 式 中 的 徊 指数 4 是 积分 变量 dk 的 维 数 ， 积 分 线 y 是 表示 复 平面 上 平行 于 虚 轴 且 位 
于 虚 轴 右 方 的 任意 一 条 直线 。 让 y(t) 表示 从 :=0 开始 ， 在 时 刻 :发 生地 j 步 跳跃 〈( 即 在 
0 ~t 时 间 内 发 生 第 j 步 跳跃 ) 的 PDF。 考 虑 马尔 可 夫 过 程 显然 有 : 


wD) = [yD ar (> 


y(t) =y(t) (5-34) 
上 式 中 的 第 一 个 方程 表示 经 过 j -1 步 跳跃 后 ， 对 于 所 有 的 等 待 时 间 ， 发 生 下 一 次 跳跃 
(第 j 次 跳跃 ) 的 布朗 粒子 数 分 布 。 利 用 拉 普 拉 斯 的 卷 积 运算 ， 式 5-34 在 相 空间 表示 为 : 
(0) =p(0) (0) 
bi (vw) =y(w) (5-35) 
于 是 得 到 如 下 的 递 推 关 系 : 
bw) = [Yo)] = YW(w) (5-36) 
设 布 朗 粒 子 初始 时 刻 (t=0) 处 于 坐标 原点 (x =0， 为 简单 计 ， 仅 考虑 一 维 空间 变 
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量 ) ， 当 经 过 时 间 上 后 ， 布 朗 粒子 处 于 空间 位 置 x 处 的 概率 (PDF) 为 n(x,t), 其 初始 条 
件 表示 为 : 6(x) = n(x,0) 。 用 q(x,t) 表示 布朗 粒子 经 过 跳 脆 后 ， 在 时 刻 ! 到 达 空 间 位 置 
* 的 PDF， 用 p(t) 表示 布朗 粒子 在 一 次 跳跃 后 ， 在 时 间 : 内 保持 静止 的 PDF。 由 条 件 概率 
的 理论 知 有 以 下 关系 成 立 : 


nxt) = [p(T) gr, dr (5-37) 


因为 在 [0, +] 内 布朗 粒子 至 少 发 生 一 次 跳跃 的 PDF 为 [ydr ， 因 此 布朗 粒子 在 
时 间 + 内 保持 静止 的 PDF 为 : 


pl) =1- [ynDdr (5-38) 
于 是 保持 静止 的 PDF 的 拉 普 拉 斯 变换 为 : 
5(o) = Leo()! = 4) (5-39) 


由 于 布朗 粒子 从 原点 开始 ， 最 后 到 达 空 间 x 位 置 的 中 间 过 程 可 以 是 多 样 化 的 ， 既 可 以 
只 跳跃 一 步 ， 也 可 以 跳 由 j 步 。 如 果 用 n(x,t) 表示 产生 第 / 步 跳跃 后 的 布朗 粒子 的 空间 的 
PDF， 则 经 过 各 种 路 径 ( 跳跃 间隔 ) 跳 路 后 在 + 时 刻 处 于 空间 位 置 * 的 PDF 应 由 条 件 概率 
表示 为 : 


q(%,2) = PAOLAEY (5-40) 


注意 (4) 表示 在 1 时 刻 必须 产生 第 j 步 跳跃 的 PPF， 则 第 j 步 跳跃 后 在 空间 产生 的 
PDF 应 为 跳跃 时 间 分 布 条 件 下 的 空间 分 布 。 

由 于 空间 分 布 函数 n(x,t) 是 由 各 次 跳跃 连接 而 得 ， 因 此 n(x,t) 取决 于 结构 函数 
x) 。 对 于 任意 函数 g(x*,t) ,我们 引入 傅 里 叶 一 拉 普 拉 斯 变换 : 


B(k,w) = [ea gl) 0 (5-41) 


则 从 式 5-41 出 发 ， 考 虑 到 结构 函数 的 谱 式 5-9 、 递 推 公式 5-36， 得 到 ! 时 刻 的 分 布 函 
数 的 傅 里 叶 一 拉 普 拉 斯 谱 表达 式 : 


宁 (to) = Bho) a) = DY) Fh) (5-42) 
对 于 上 式 的 几何 级 数 求 和 ， 得 到 如 下 结果 : 
5(to) = 一 i 一 (5-43) 
1 -yw)f(k) 
对 式 5-37 进行 傅 里 叶 一 拉 普 拉 斯 变换 ， 得 到 
(kt) = 9(o) 人 (tw) (5-44) 
将 式 5-39、 式 5-43 代入 式 5-44 得 到 : 
LD EE ME (5-45) 


1 -ew) fk) 
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很 显然 ， 对 式 5-45 实施 逆 伟 里 叶 一 拉 普 拉 斯 变换 ， 则 得 到 在 任意 时 刻 的 空间 的 布朗 粒子 
的 密度 分 布 函数 n(x,t) : 


n(x) = 去 ea lb -bo) . -一 一 du (5-46) 
1-y(w)f(k) 


上 式 可 以 直接 推广 到 三 维 空间 。 

我 们 把 式 5-45， 式 5-46 称 为 Montroll-Weiss 方程 ， 该 方程 直接 给 出 了 连续 时 间 随 机 行 
走 模型 的 密度 分 布 函数 。 从 Montroll-Weiss 方程 可 以 看 出 ， 只 要 知道 结构 函数 和 等 待 时 间 
分 布 函数 (当然 ， 这 些 分布 函数 要 由 环境 热 浴 的 结构 和 特征 来 确定 ) ， 布 朗 粒 子 的 随机 运 
动 的 规律 也 就 随 之 确定 。 

对 于 随机 行走 的 布朗 粒子 ， 给 定 初始 条 件 n(x,0) = 8(x) ， 则 由 傅 里 时 、 拉 普 拉 斯 变 
换 的 性 质 可 知 该 初始 条 件 的 傅 里 时 谱 为 i(k,0) = 1 ， 而 傅 里 时 一 拉 普 拉 斯 谱 关于 时 间 的 


导数 则 为 2 人 :9) = w 计 (kt,o) - 1。 将 式 5-45 代入 该 导数 的 表达 式 ， 则 有 : 


of(to) -1 =— -0) -1 = DI -Do) wd) 
1 -Yo) Fk) o[1 -Ho) Fh)]1 -Yo) 
(5-47) 
定义 函数 四 () : $0) = -kw) (5-48) 
1 -yw(w) 


则 式 5-47 变形 为 ; 
wi(k,w) -1 =-$(w) [1 -了 (有 ] 半 (to) (5-49) 
对 上 式 等 号 右边 实施 逆 伟 里 叶 一 拉 普 拉 斯 变换 ， 注 意 卷 积 的 性 质 ， 则 有 : 


天 19(o)[1 -FOE) JRA,w)} 
Fi Bo) A(k,w) + Blo) 7k) Ew) | 


Fi Bw) Rik,w)) +i Go) Fk) E(k,w) 1 


-Fed-Dikodrr[ed-D7CODiCtnDdal 
= [2 OL- FNMA + FF RT)) dr 


= [8 -Fnk,r) + 三 rz -x nw, Dad]Jdr 


对 式 5-49 等 号 左边 实施 逆 传 里 叶 一 拉 普 拉 斯 变换 ， 注 意 拉 普 拉 斯 变换 的 导数 和 5 的 
性 质 ， 有 : 
Fjiwi(k,w) -1 = Fi oi(k,w) -1)} 
= F220)! -8 i)} 


.79. 


=2E (ko)! -6(t -10)1. 


n(x,t) 8(t 10)8(x — zo) 


由 于 等 式 的 左边 和 右边 应 该 相等 ， 将 等 式 左边 的 delter 函数 作为 初始 条 件 归 并 到 右 
边 ， 最 后 可 得 到 如 下 方程 : 


2 = [ed -Dadr-ntzD + {fx -x ) ne,r) de'] (5-50) 


式 5-50 就 是 广义 的 主 方程 ， 该 主 方程 支配 了 连续 时 间 随机 行走 模型 的 PDF 的 形式 解 。 
由 主 方程 中 卷 积 的 形式 可 以 看 出 ，CTRW 过 程 是 无 论 在 时 间 中 或 是 在 空间 上 ， 都 具有 非 马 
尔 可 夫 特 征 的 。 也 即 系统 现在 的 状态 随时 间 的 变化 不 光 与 临近 状态 有 关 ， 而 且 系统 与 过 去 
的 经 历 有 关 。 这 一 点 与 经 典 的 随机 行走 CRW 有 着 极 大 的 不 同 。 

考虑 一 个 特殊 情况 : 让 空间 的 结构 函数 了 (k) 是 各 向 同性 的 ， 即 满足 式 5-22 或 式 
5-23 ， 同 时 假设 等 待 时 间 函 数 的 拉 普 拉 斯 谱 函数 在 低频 条 件 下 ， 具 有 如 下 的 级 数 形式 ， 

yo) =1-(Oo+oo) (一 0) (5-51) 
这 意味 着 等 待 时 间 分 布 的 一 阶 矩 (!》 有限， 或 者 说 每 相 邻 两 次 跳跃 之 间 的 等 待 的 平均 值 有 
限 。 将 式 5-22 和 式 5-51 代入 式 5-45， 在 长 波 和 低频 极限 时 (ki-*0，w-0) ， 有 : 
1-[1- (tw] 

of1 -01 -00 [1 + n(x) -Hee)]} 


(kw) ~ 


(2) 
= (5-52) 
(Do ~ k(x) + FR) + [k(x) -人 人 2)] Do 


如 果 忽 略 式 5-52 中 分 母 中 的 方 括号 项 ( 因为 该 项 是 关于 w、k 的 二 阶 小 量 )， 并 定义 


速度 和 扩散 系数 为 Y = 全,D = 》， 则 得 到 相 空 间 中 的 PDF 为 


A 2(¢ 
站 cd 和 
(ko) = Vr DR (5-53) 
对 式 5-53 实施 逆 拉 普 拉 斯 变换 ， 得 到 PDF 的 傅 里 叶 谱 为 : 
(kt) = CeGam-oa (5-54) 


对 上 式 实 施 逆 傅 里 叶 变换 ， 则 得 到 形 如 式 5-27 、 式 5-28 高 斯 波 包 函 数 。 这 个 结果 证 
明了 连续 时 间 随 机 行走 的 广义 中 心 极限 定理 : 对 任意 的 连续 时 间 随 机 行走 过 程 ， 如 果 输 运 
(跳跃 ) 函数 /(x) 的 一 阶 和 二 阶 矩 存在 ， 并 有 限 ; 等 待 时 间 函 数 (+) 至 少 满足 的 一 阶 矩 
有 限 ， 则 本 过 程 的 PDF (n(x,t) ) 在 长 时 和 远 域 近似 下 (或 者 说 在 稳 态 情形 ) ， 其 渐进 行 
为 将 具有 高 斯 波 包 的 形式 。 

渐进 的 高 斯 波 包 是 物理 问题 中 极为 常见 的 事例 。 然 而 近年 来 ， 由 于 许多 物理 现象 和 过 
程 却 是 非 高 斯 的 ， 非 高 斯 过 程 越 来 越 吸引 人 们 的 注意 。 在 非 高 斯 过 程 中 ， 通 常 意义 下 的 中 
心 极限 定理 不 再 成 立 ， 输 运 函 数 和 等 待 时 间 函 数 将 出 现 长 尾 分 布 ， 从 而 使 得 时 间 的 一 阶 矩 
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和 空间 位 移 的 二 阶 矩 发 散 ， 出 现 了 数学 上 的 奇异 性 。 
如 果 时 间 等 待 函数 是 局 域 解析 的 ， 可 以 写成 式 5-51 的 形式 ， 而 结构 函数 对 一 维 空间 
是 非 解析 的 ， 可 以 将 其 写 为 分 数 指数 的 级 数 形式 : 


fF(k) =1+ik(x) -BE+… (0<B<2) (5-55) 
将 式 5-51、 式 5-55 代入 式 5-45， 和 前 面 式 5-53 的 推导 一 样 ， 可 得 到 : 
站 PO - 
be) yr (5:56) 


式 中 , b = B8/(1) 。 式 5-56 表示 levy 波 包 ， 也 既是 长 尾 的 levy 分 布 以 速度 了 在 空间 的 传播 。 
5.3 ”标准 长 尾 分 布 的 连续 时 间 随机 行走 模型 


5.3.1 标准 长 尾 分 布 的 模型 


考虑 经 典 的 连续 时 间 随 机 行走 ， 该 过 程 的 结构 函数 在 原点 的 领域 内 解析 而 且 对 称 ， 因 
此 可 以 在 邻 域内 展开 为 宕 级 数 ; 


Fh) =1 -了 e+… (0) (5-57) 


另 一 方面 等 待 时 间 的 PDF 的 拉 普 拉 斯 谱 函 数 不 解 析 ， 在 低频 近似 下 ， 可 在 原点 展开 

为 分 数 指数 的 寡 级 数 : 
Yo) =1-ro"+… (0<a<1) (5-58) 

由 以 上 相 空间 的 结构 函数 和 等 待 时 间 函 数 所 确定 的 连续 时 间 随 机 行走 模型 被 称 为 标准 的 长 
尾 分 布 的 连续 时 间 随 机 行走 模型 (STL-CTRW) 。 这 种 过 程 由 下 列 4 个 指标 (人 恒定 参数 ) 
所 确定 : 

(1) 空间 的 维 数 4; 此 参数 在 一 维 空间 模型 中 没有 表现 出 来 ， 而 在 多 维 空间 中 该 参数 
将 影响 到 空间 结构 函数 中 的 二 阶 项 的 系数 ; 

(2) 指数 a; 

(3) 特征 长 度 o; 

(4) 特征 时 间 + (注意 此 处 的 特征 时 间 并 不 是 平均 等 待 时 间 (1) ， 这 里 的 平均 等 待 时 
闻 由 于 长 尾 分 布 而 发 散 ) 。 


5.3.2 标准 长 尾 分 布 的 方 均 位 移 和 扩散 的 分 类 
根据 人 马 函数 的 定义 和 性 质 ， 有 
Fa = [eorido, Ta+1) = ar(a)， 起 = er 
所 以 ， 分 数 指数 的 拉 普 拉 斯 变换 为 : 


blo =2 ordo 入 a (ot) dod( wt) 


cr ed = 


27i >) 


ta 
= 
81. 


bw™} = a (5-59) 


1 
Fa7 
在 略 去 高 阶 项 后 ， 对 等 待 函数 的 谱 函数 实施 逆 拉 普 拉 斯 变换 ， 得 到 ; 


yy) = Eo)! = pe -ror)e=dw = | etn 
(5-60) 
将 上 式 代入 相 空 间 的 Montroll-Weiss 方程 式 5-45， 实 施 逆 拉 普 拉 斯 变换 ， 则 得 到 PDF 
的 傅 里 叶 谱 函 数 为 : 


(kt) = | ~ (5-61) 
(Tw) [1 f(k)] +rwof (k) 
考虑 式 5-59 和 如 下 关系 : 
号 =-20 (5-62) 
最 后 得 到 方 均 位 移 MSD 的 表达 式 : 
(人 2) = Si)| =- me (#) (0<a<l) (5-63) 
= aR) lo = FO ra (™ ® 


从 表达 式 5-63 可 以 看 出 ， 具 有 lavy 长 尾 分 布 的 CTRW 过 程 所 形成 的 扩散 的 MSD 随时 
间 的 变化 ， 与 高 斯 过 程 所 形成 的 扩散 的 MSD 随时 间 的 变化 有 很 大 的 差异 。 通 常 将 MSD 与 
时 间 的 关系 的 这 种 差异 由 时 间 的 罕 指 数 (lavy 指数 ) a 加 以 区 分 。a = 1 时 的 扩散 对 应 爱 
因 斯 坦 描述 的 高 斯 过 程 ， 称 正常 扩散 ; 0 <a <1 时 ， 扩 散 速度 较 慢 ， 称 欠 扩 散 〈 亚 扩散 ) ， 
像 时 间 标准 长 尾 分 布 的 CTRW 过 程 就 是 欠 扩 散 ; 当 1 <a<2 时 ， 所 对 应 的 扩散 称 为 超 扩 
散 ; 而 a=2 时 的 扩散 称 为 弹道 扩散 。 超 扩散 和 弹道 扩散 具有 很 奇特 的 性 质 ， 表 现在 许多 
非 物 理 的 领域 。 


5.3.3 标准 长 尾 分 布 的 密度 函数 


从 Montroll-Weiss 方程 出 发 可 以 得 到 长 尾 分 布 的 渐进 解析 表达 式 。 在 低频 和 长 波 近似 
(w 一 0,k 一 0) 条 件 下 ， 可 将 非 解 析 的 等 待 时 间 函 数 和 结构 函数 写 为 级 数 的 形式 如 式 5-57 、 
式 5-58， 将 其 代 和 人 Montroll-Weiss 方程 ， 并 实施 逆 伟 里 叶 变 换 ， 可 得 密度 函数 的 拉 普 拉 斯 
谱 函 数 : 


~ 和 es 
h(x,w) = Cy Ca on (5-64) 
得 到 密度 函数 的 精确 形式 : 
n(x,t) = 去 ( EE) Fg) (5-65) 
上 式 中 复杂 函数 F(9) 的 相似 变量 9 定义 为 : 
CE (5-66) 
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而 指标 d 表示 了 实际 空间 的 维 数 。 式 5-66 表征 了 密度 分 布 与 时 间 、 空 间 的 关系 是 典型 的 
标量 关系 ， 在 此 关系 中 ， 空 间 变量 x 通过 相似 变量 4 影响 PDF。PDF 由 三 个 因子 的 乘积 构 


成 ， 第 一 项 因子 瞩 表示 了 随机 过 程 的 自然 长 度 标 度 ， 与 空间 的 维度 有 关 ; 第 二 个 因 于 


(于 )”” 仅 与 时 间 有 关 ， 是 显示 时 间 的 函数 ， 第 三 个 因子 是 相似 变量 4 的 单 变量 函数 ， 与 


空间 维度 无 关 。 
虽然 F(9) 不 能 写 为 解析 的 函数 形式 ， 但 是 ， 可 以 得 到 其 渐进 行为 的 形式 为 : 


P(g) ~ ep(-00)，5 = 天， 一 = (5-67) 


于 是 ， 得 到 了 具有 扩展 的 指数 特征 的 行为 。 当 a =1 时 ，5=2， 函 数 F(4) 退化 到 高 斯 情 
形 ， 相 应 的 PDF 变 为 高 斯 波 包 ， 这 也 变 成 了 中 心 极限 定理 的 重复 。 由 于 这 种 一 致 性 ， 可 
以 确定 指数 中 的 常 系数 上 = 1/4。 

由 标量 规律 式 5-65 ， 得 到 另 一 个 感 兴趣 的 关于 密度 函数 的 矩 的 结论 。 根 据 二 阶 矩 的 
定义 ， 在 一 维 情形 有 : 


(im(D》= fe 六 CE”F(9)dr 


让 2 
作 积分 变量 代 换 : x 一 og (二) =, 注意 YY = 全 ， 则 有 : 


) (dr2p)a12 


(2(D0》= oo (证 (FE) ”Jrrood 


注意 ， 对 于 有 界 函 数 F(9) ， 上 式 中 的 积分 仅 是 一 个 常数 M， 则 最 后 得 到 : 
(wD)) = orn (tt)" (5-68) 


由 此 得 到 关于 矩 的 标 度 定理 。 应 该 注意 到 标量 指数 pa 独立 于 空间 的 维度 d; 而 且 函 
数 F(q) 的 形式 并 不 影响 到 该 指标 的 值 ， 仅 仅 确定 了 常数 M。M 的 值 依赖 于 指标 阶 p、 扩 
散 指标 a、 空 间 维度 4。 空 间 和 时 间 的 自然 单位 参数 r 、r 确 定 了 标准 长 尾 分 布 的 随机 过 
程 。 对 于 p=1, 方程 式 5-68 退化 到 式 5-63 的 形式 ， 在 这 种 特殊 情形 中 ， 常 数 W 与 空间 
的 维 数 4 无关 。 

对 于 d=1 的 一 维 情形 ， 长 尾 分 布 的 随机 过 程 的 PDF 的 拉 普 拉 斯 谱 为 : 


f(x,w) = 2 (5-69) 
此 处 9 = V2(Tw)”x/g 。 用 快速 衰减 方法 进行 逆 拉 普 拉 斯 变换 ， 最 后 得 到 长 尾 分 布 
的 PDF 的 渐进 形式 : 


= 6 (21 -eg2) 
n(x,t) = oz t ) e (g>1,d =1) (5-70) 
2 


可 以 从 函数 曲线 看 出 ， 长 尾 的 PDF 的 衰 碱 远 远 慢 于 高 斯 波 包 的 衰减 。 
“村 


5.4 标准 长 尾 分 布 导致 的 非 马尔 可 夫 过 程 
我 们 已 经 在 前 面 5. 1 节 和 3. 2 节 讨论 了 高 斯 分 布 导 致 的 是 马尔 可 夫 过 程 。 然 而 在 长 尾 分 
布 情形 ， 所 得 的 主 方程 是 非 马尔 可 夫 的 。 在 这 里 我 们 要 详细 地 讨论 这 种 过 程 的 一 些 性 质 。 
考虑 由 方程 式 5-57 和 式 5-58 所 定义 的 长 尾 分 布 导 致 的 连续 时 间 随 机 模型 。 在 低频 和 
长 波 近似 (Tw < 志 1,ck < 1) 下 ,长 尾 分 布 随机 过 程 的 PDF 传 里 叶 一 拉 普 拉 斯 谱 函 数 由 
Montroll-Weiss 方程 式 5-45 得 出 如 下 的 形式 : 
(km) = 0) (0571) 


可 以 证 明 ， 用 式 5-48 定义 的 核 函数 $(w) 满足 主 方程 式 35-50， 在 此 ， 该 核 函 数 简化 


为 : 
$(w) = 0 (5-72) 
在 低频 (rw < 1) 近似 下 ,将 上 式 简化 为 : 
do) = 人 史 一 (573) 
于 是 伟 里 叶 一 拉 普 拉 斯 相 空 间 的 主 方程 式 5-49 变 为 : 
wi (kw) -1 =- $(w) (ok) (ko) (5-74) 


对 上 式 实 施 逆 传 里 叶 变 换 ， 注 意 到 初始 条 件 : n(x,t = 0) = 6(x) ,得 到 PDF 的 拉 普 
拉 斯 谱 为 : 


wi(k) -8(x) = 全 (wo) Vi(x,w) (5-75) 


方程 式 5-75 的 形式 与 扩散 方程 的 拉 普 拉 斯 变换 形式 相 类 似 ， 但 是 此 处 的 拉 普 拉 斯 相 
空间 的 扩散 系数 与 角 频 率 相关 联 。 直 接 对 式 5-75 实施 拉 普 拉 斯 道 变换 ， 注 意 将 初始 条 件 
的 8 函数 归并 于 等 式 右 端 ， 则 得 如 下 的 积分 方程 : 


sa(¥) = [ae) ne-e)dr 


H(t) = Fe (5-76) 


由 式 5-76 的 积分 方程 中 的 时 间 关 联 因 子 可 知 ， 该 过 程 的 密度 分 布 与 历史 有 关 ， 于 是 
我 们 得 到 如 下 的 主要 结论 : 标准 长 尾 分 布 导 致 的 连续 时 间 随 机 行走 过 程 的 密度 分 布 函数 ， 
服从 线性 的 非 马 尔 可 夫 方 程 。 由 于 方程 式 5-76 在 形式 上 与 扩散 方程 相似 ， 故 而 称 为 非 马 
尔 可 夫 扩散 方程 。 应 该 注意 ， 式 5-76 与 广义 的 主 方程 的 积分 形式 ， 如 式 5-50 相 类 比 ， 对 
于 空间 变量 而 言 ， 对 应 了 马尔 可 夫 过 程 ， 相 应 的 空间 跃迁 变量 的 分 布 具 有 高 斯 分 布 的 特 
征 ， 这 是 由 于 两 者 的 结构 函数 都 具有 解析 形式 的 缘故 (展开 级 数 中 均 含有 波 矢 的 模 的 平 
方 )。 在 另 一 方面 ， 由 于 时 间 卷 积 项 的 存在 ， 密 度 函 数 随时 间 的 变化 被 过 去 的 历史 所 影 
响 。 原 因 在 于 所 给 出 记忆 核 函 数 H(1) 具有 长 尾 分 布 特征 ， 使 得 产生 影响 的 时 间 区 域 涉及 


.84 . 


很 胸 远 的 过 去 ， 因 此 从 此 角度 看 ， 该 过 程 具有 非 马 尔 可 夫 特 征 。 这 种 非 马 尔 可 夫 的 特征 的 
具体 表现 是 密度 分 布 函数 具有 非 高 斯 特征 及 产生 特殊 的 输 运 规律 。 

为 了 计算 核 函 数 H(t) ， 我 们 注意 到 该 核 函数 的 拉 普 拉 斯 谱 %(w) 与 等 待 时 间 分 布 函 
数 的 拉 普 拉 斯 谱 几 (w) 在 级 数 展开 后 的 一 级 近似 下 ， 有 简单 关系 : $(w) = Hro)' = 
二 [1 - 必 .。(w) ] ， 等 待 时 间 谱 的 下 标 表 示 级 数 展开 的 一 级 项 的 指数 由 a 变换 到 1 -a。 对 
上 式 实 施 逆 拉 普 拉 斯 变换 ， 注 意 8 函数 的 变换 性 质 和 伽 马 函数 的 性 质 ， 并 局 限 在 1-a > 
0， 得 到 核 函 数 的 形式 为 : 


2-a 
H(t) = 孝 z[5 (十) 加 FS(D) ] (5-77) 
注意 上 式 中 的 5 函数 在 :>0 时 等 于 零 。 将 方程 式 5-77 代入 到 方程 式 5-76 的 第 一 式 ， 


则 得 到 如 下 关系 : 


al = Do Vn(x,t) -Ht [(E)™ Vn(x,t -tdt' (5-78) 
式 中 常数 定义 为 : 
2 
a 
Db, = i ht (579) 


方程 式 5-78 描述 了 扩散 系数 为 pm 基本 的 扩散 项 〈 第 一 项 ) 和 非 马 尔 可 夫 过 程 的 第 二 
项 的 和 迭 加 。 在 此 过 程 中 ， 非 马尔 可 夫 项 按照 负 竺 指数 ( 寡 指 数 的 倒数 ) 缓慢 的 衰减 。 而 
有 趣 的 是 非 马 尔 可 夫 扩散 系数 Ho 在 lavy 指数 =0 时 变 为 零 ， 于 是 非 马尔 可 夫 过 程 消 失 ， 
仅 剩 下 单纯 的 扩散 项 。 

在 非 马 尔 可 夫 项 的 积分 因子 中 ， 积 分 下 限 (+=0) 将 导致 时 间 因子 的 发 散 困难 。 但 
是 ; 这 个 困难 实质 上 并 不 存在 。 因 为 确定 积分 项 的 核 函 数 H(1) 是 长 时 条 件 下 的 渐进 表 
示 , 不 存在 1=0 的 情况 ， 故 而 不 应 该 考虑 这 种 发 散 。 为 了 避免 出 现 这 种 发 散 的 形式 ， 考 
虚 长 时 近似 条 件 ， 我们 引入 下 限 截断 时 间 t,, ， 从 而 将 方程 式 5-78 改写 为 : 


2 = D, Va(xt) -Hf (FF) Va t) dr (5-80) 

我 们 可 以 通过 方程 的 矩 来 确定 截断 时 间 ru。 首 先 考虑 本 方程 对 应 的 空间 的 二 阶 矩 

(MSD) 。 长 尾 分 布 的 二 阶 矩 已 经 得 出 其 形式 为 式 5-63 所 示 ， 具 有 渐进 行为 (P(D)》- in， 
(DD》..e-! 。 用 方程 式 5-80 计算 MSD 关于 时 间 的 变化 率 ， 


ot 
0 = Jr{D, Vn(x,t) -人 (BF) Vn(x,t -rv)dr}ar (5-81) 
各 (第 一 项 ) ， 考 虑 到 空间 的 各 向 同性 和 归 一 化 条 件 (实质 上 这 
一 项 对 应 经 典 的 扩散 过 程 ) ， 实 施 分 部 积分 得 到 fr Vn(x,t) dr = 2d 。 最 后 该 项 积分 结 
果 等 于 2dDe， 于 是 式 5-81 演化 为 : 
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上 述 表达 式 中 包含 了 关于 时 间 的 标量 项 〈 非 马尔 可 夫 因子 ) 和 常数 项 。 在 a<1 的 前 
提 下 ， 经 过 长 时 演化 后 ， 和 时 间 关 联 的 演化 项 将 失去 支配 作用 ， 仅 仅 保留 常数 项 描述 的 稳 
定 态 。 如 果 适 当地 选择 截断 时 间 r。， 则 演化 过 程 中 的 非 马尔 可 夫 项 将 消逝 ， 而 保留 下 稳 
定 的 扩散 过 程 。 实 际 上 ， 令 : 


7 TT I 人 


则 在 该 截断 时 间 的 选择 下 的 MSD 关于 时 间 的 变化 率 为 : 
2 


a(r(t)) _ 1 a 1 人 和 
72dD, Fa (F) -2D 7 (+) = roa (+t) 
(5-83) 
从 前 面 讨 论 的 结果 看 ， 式 5-81 的 扩散 项 实质 上 是 伪 过 程 ， 该 过 程 仅仅 补偿 了 短 时 范 
上 畴 的 误差 效应 。 而 确定 扩散 行为 的 本 质 的 物理 机 制 是 非 马尔 可 夫 过 程 (在 截断 时 间 以 前 
的 布朗 粒子 的 行为 由 为 扩散 项 和 非 马 尔 可 夫 项 共同 确定 ， 而 截断 时 间 后 ， 等 价 于 长 时 近似 
的 布朗 粒子 的 行为 则 非 马尔 可 夫 过 程 所 控制 ) 。 
虽然 式 5-81 正确 地 确定 了 PDF 的 二 阶 和 矩 ， 但 是 还 没有 得 到 高 阶 矩 的 描述 。 为 了 确定 
密度 函数 的 高 阶 矩 ， 首 先 注意 下 述 恒等式 : 
Vr = 2p(2p+d-2)r (5-84) 
根据 式 5-81 和 式 5-70， 我 们 得 到 : 
0 =2p(2p + d -2)D,{ (m7(D)) - 


直人 (E) -er] (685) 
而 广义 的 矩 的 标 度 由 式 5-68 给 出 为 : 
(PP(0)) = Gr (5-86) 


将 式 5-86 代 人 到 式 5-85 中 ， 注 意 上 式 中 的 C, 表 示 了 原 表达 式 中 的 所 有 系数 ， 得 到 ; 


paCtm- =2p(2p +d -2)Do{C, tr!e - 


下 re- rv} (5-87) 


上 式 的 积分 项 可 计算 为 : 


PS DD tm oo 
[eae = Fe+ep-D 人 To 


[=i + ay -alp-D,a, (加 )] 
上 式 中 的 ,FF 是 关于 1 + 0(Two/t) 的 小 量 的 超 几何 函数 。 于 是 式 5-87 的 渐进 形式 为 ， 
PaC,t™! =2p(2p + d -2)DoC, fe - (1 -oa) rm-:x 
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Fe-DrGi+ap-D) 1 ne i 
rire (PF) ra"™} (5-88) 


上 式 左边 花 括号 内 的 时 间 项 ”0* 的 标 度 〈 量 网》 与 左边 的 相应 项 的 标 度 不 同 ， 因 此 
要 求 右边 的 项 的 系数 和 必须 为 零 (比较 系数 法 ) ， 于 是 有 : 
ES ee 
i> (BR) Fey 
由 此 得 到 的 截止 时 间 取 值 与 前 面 式 5-82 的 结论 相 一 致 。 这 是 一 个 十 分 重要 的 结论 ， 
这 个 结论 证 明了 : 非 马尔 可 夫 扩 散 方 程式 5-81 结合 截断 时 间 的 定义 式 5.82 得 到 了 密度 函 
数 的 所 有 的 矩 的 值 和 密度 函数 本 身 。 
利用 仰 马 函数 的 性 质 ， 从 式 5-88 得 到 C, 的 递 推 关系 : 
6G =20p -Dp+a-d Lge Dl ec,, 


由 此 而 得 到 C, 的 表达 式 : 
_2(p- Dldd+2).(d+2p -2) PR 
全 a7ea) 人 
将 上 述 形式 代 人 广义 的 矩 的 标 度 公式 5-86， 我 们 得 到 第 2p 阶 矩 的 一 般 表 达 式 。 为 方 
便 考虑 ， 使 用 表达 式 5-79 的 定义 ， 根 据 式 5-68 的 形式 ， 得 到 广义 的 2p 阶 矩 的 表达 式 : 


《z(O)》= or( 志 ) (5-89) 
而 系数 M 的 值 则 直接 地 表示 为 : 
_ dd+2)…(d+2p -2)(P -TD)1 
M, = daT(pa) (0) 


表达 式 5-89， 式 5-90 给 出 了 标准 长 尾 分 布 导 致 的 连续 时 间 随 机 行走 的 各 阶 矩 (对 于 
任意 的 扩散 指数 levy 指数 : 0 <a<1、 任 意 的 阶 p、 任 意 的 空间 维 数 4) 的 最 终 形式 。 并 
且 几 乎 不 需要 说 明 或 假设 各 阶 矩 与 截断 时 间 的 关系 。 

作为 特殊 情况 ， 考 虑 一 阶 的 MSD， 即 p = 1 的 任意 空间 维度 的 MSD。 注 意 到 伽 马 函 数 
的 性 质 ar(a) = 厂 (a + 1) ， 则 由 式 5-90 得 到 一 阶 矩 的 值 : 


Pe 
M = Frari) (P= lVd) (5-91) 


上 式 说 明 一 阶 矩 与 空间 维度 无 关 ， 也 是 唯一 一 个 与 空间 维度 d 无 关 的 矩 。 
对 于 任意 维度 4，lavy 指数 a = ! 的 扩散 情形 ， 注 意 到 伽 马 函 数 的 性 质 ， 
ar(pa) = T(p) = (p-1)! 
则 式 5-90 简化 为 : 
WM = Ut gt -2) (01, yp) co 


为 了 导出 此 扩散 过 程 的 矩 ， 考 察 方程 式 5-78。 由 于 有 。~ (1 - a) , 因此 该 方程 中 的 马 
尔 可 夫 项 可 略 去 ， 仅 剩 下 基本 的 扩散 方程 。 而 对 于 方程 式 5-85 ， 同 样 的 原因 (1 - a) = 0， 
则 该 方程 的 对 应 非 马 尔 可 夫 过 程 的 积分 项 消失 ， 于 是 得 到 如 下 的 递 推 方程 : 
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2 = 2p(2p + d -2)Do (rr 7(4)) (5-93) 


对 于 p=1， 本 方程 退化 到 爱 因 斯 坦 关系 “(中 = 24D。， 对 应 基本 的 (经 典 的 ) 


扩散 过 程 。 以 此 为 基点 ， 根 据 重复 使 用 递 推 方程 式 3-93 ， 最 后 得 到 与 式 5-92 相同 的 结果 。 
这 种 奇怪 的 现象 是 由 于 式 5-88 中 的 比较 系数 而 消除 了 第 一 和 第 三 项 的 原因 ( 非 马尔 可 夫 
因素 ) 。 因 此 ， 表 达 式 5-90 对 于 任意 的 0<a<1 的 非 马尔 可 夫 演 化 方程 是 正确 的 ， 而 a = 
1 时 ， 则 把 经 典 的 扩散 过 程 与 长 尾 的 非 马尔 可 夫 过 程 光滑 地 联系 起 来 。 

作为 另 一 个 特例 ， 考 虑 一 维 情形 的 矩 。 此 时 d =1， 对 于 任意 的 a， 注意 到 : 
dd+2)(d +2p -2)(p-D! x3xsx. x (2p-1) xlx2x3x.. x(p -1) 


~ 
=1x3x5x. x Cp -24 -2) = p=D! 


于 是 从 式 5-90 得 到 : 
-=(Cp-l)! 1 类 2 
M, = 2 TO (d=1,Va,Vvp) (5-94) 


5.5 马尔 可 夫 与 非 马 尔 可 夫 演化 


本 节 将 讨论 具体 的 由 连续 时 间 随 机 行走 模型 导致 的 一 些 概念 。 为 明确 起 见 ， 选 定 在 长 
尾 分 布 中 的 lavy 指数 和 空间 维度 数 分 别 为 : 
< = 二 4=1 (5.95) 
这 种 情形 在 诸如 扰动 磁场 中 的 带电 粒子 的 漂移 等 现象 中 有 广泛 的 应 用 。 


在 上 一 节 ， 讨 论 得 到 的 长 尾 分 布 的 满足 条 件 式 5-95 的 解 的 渐进 形式 : 
人 i a 
nu(x,t) = Fr (ee) exp(- 窗 -) (5-96) 
而 相似 变量 定义 为 : 
4 = ( 工 ) 三 (5-97) 


可 以 将 在 零 初始 条 件 下 的 马尔 可 夫 和 非 马 尔 可 夫 的 函数 图 形 在 不 同时 间 下 的 形状 比较 
及 。 以 空间 变量 为 坐标 的 比较 如 图 5-1 所 示 。 图 中 的 虚线 表示 长 尾 分 布 ， 实 线 表示 描述 马 
尔 可 夫 过 程 的 高 斯 分 布 。 

长 尾 分 布 可 以 由 具有 截断 时 间 的 非 马 尔 可 夫 扩散 方程 的 传播 表征 。 具 有 截断 时 间 的 非 
马尔 可 夫 方 程 简化 为 : 


| 


PD po Wnts) -Hf (FE) Vnalrrt ta (598) 
式 中 的 扩散 系数 为 
让 D. 
D = 天， 本 = 二 (5-99) 
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高 斯 分 布 函数 和 长 尾 分 布 函数 的 比较 


概率 密度 函数 值 


靖 机 变量 值 
图 5-1 


应 该 注意 到 上 式 中 的 长 尾 记 忆 核 函数 按时 间 的 宕 指数 缓慢 衰减 。 

从 普 里 高 津 的 主 方程 出 发 ， 可 以 得 到 热力 学 流 力 的 非 马 尔 可 夫 的 输 运 过 程 ， 这 个 过 程 
是 与 方程 式 5-78 相似 。 所 有 的 这 些 讨论 都 是 基于 两 个 不 同时 间 标 度 ， 在 这 些 标 度 中 ， 记 
忆 核 函数 随时 间 的 衰减 与 特征 时 间 引起 的 衰减 相 比较 ， 是 十 分 短暂 和 迅速 的 。 因 此 非 马尔 
可 夫 因子 导致 的 时 间 延 迟 效 应 可 忽略 ， 问 题 退 化 到 马尔 可 夫 过 程 。 

直接 将 普 里 高 津 主 方程 得 到 的 马尔 可 夫 过 程 的 形式 引用 到 式 5-80， 对 于 任意 的 d 和 
a， 将 n(x,t -T) 替换 为 nw(x,t), 于 是 得 到 马尔 可 夫 过 程 的 结果 : 


2 pl1 — A(t)] Vnw(x,t) 
1-@ 2 了 
1-40 =1-#75/. (FE) dt Ia (|) +Fay (FE) 


在 上 式 中 ， 并 没有 将 积分 的 时 间 上 限 取 到 % ， 这 意味 着 准 稳 态 过 程 。 上 述 表 达 式 的 第 
二 式 中 的 前 两 项 ， 由 于 a=1 的 条 件 约束 和 式 5-82 的 截断 时 间 而 互相 抵消 ， 于 是 简化 的 马 
尔 可 夫 方程 则 写 为 : 


Onu(x,t) Du I 
= Fe (FE) Vny(x,t) (5-100) 


因此 ， 演 化 的 马尔 可 夫 方 程 是 扩散 系数 与 时 间 相 关联 的 扩散 方程 。 注 意 到 扩散 系数 按 
1” 的 方式 趋 于 零 ， 因 此 ， 该 扩散 方程 实质 上 描述 了 欠 扩 散 过 程 。 完 备 的 马尔 可 夫 模 型 
(也 就 是 让 积分 项 中 的 时 间 : 趋 于 无 穷 大 ) 在 此 不 占 支配 地 位 。 这 一 点 可 以 从 (1 - 4(1)) 
的 计算 中 ， 让 上 趋 于 无 穷 大 时 导致 了 整个 等 式 为 零 的 特征 看 出 。 完 备 的 马尔 可 夫 过 程 仅仅 
能 够 描述 正常 扩散 过 程 。 

方程 式 5-100 可 以 解析 地 解 出 。 为 此 ， 作 变量 代 换 1 一 7 = 1,v(x,T) = nuw(xz,Tie) ， 
于 是 原 方程 变换 为 常 系数 的 扩散 方程 : 


=D Vo(x,T) 
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式 中 的 扩散 系数 DD 定义 为 : 

A 

~ T(a+1) 

而 常 系 数 的 扩散 方程 的 解 的 形式 是 高 斯 函数 。 因 此 ， 将 时 间 变 量变 换 回 到 原 时 间 变 量 ; 


1 E 各 
后 ， 用 高 斯 函数 的 形式 -万 -exp[ - 3255] ， 得 到 方程 式 5-100 的 解 为 ; 


nu(x,t) = oN] op{- Ag+ Dg) (5-101) 


D 


式 5-101 表示 的 函数 具有 由 相似 变量 9 = ( 工 ) ”- 描述 的 修正 的 标 度 形式 。 此 处 的 


标 度 形式 与 前 面 的 标 度 形式 有 很 大 的 不 同 ， 马 尔 可 夫 传 播 子 是 高 斯 形式 的 而 不 是 扩展 的 指 
数 形式 exp( - bq” ) 。 注 意 到 此 处 的 MSD 是 正比 于 *， 这 是 与 欠 扩 散 特 征 相 一 致 的 。 
然而 ， 函 数 式 5-101 并 不 能 够 用 任何 近似 从 非 马 尔 可 夫 方 程 得 到 。 在 特别 的 条 件 式 5-95 限 
制 下 ， 马 尔 可 夫 的 密度 函数 退化 为 : 
| Ww 
Oe (Et) exp{ - Mur} (5-102) 
通过 以 上 讨论 ， 得 到 以 下 的 结论 : 马尔 可 夫 过 程 是 完全 不 适宜 于 长 尾 分 布 导致 的 连续 
时 间 随 机 行走 模型 的 。 这 里 的 最 深层 次 的 原因 是 等 待 时 间 的 长 尾 分 布 ， 所 导致 的 记忆 核 函 
数 是 与 时 间 有 关联 的 睾 律 函 数 ， 没 有 特征 长 度 。 在 处 理 非 马尔 可 夫 方 程 时 ， 因 此 不 能 定义 
两 个 离散 的 时 间 标 度 ， 这 清楚 地 说 明了 长 尾 分 布 导 致 的 奇异 的 输 运 特征 不 同 于 正常 的 扩散 
输 运 。 
考虑 式 5-51、 式 5-55 所 定义 的 结构 函数 和 等 待 函数 均 解析 的 CTRW 模型 ， 则 传 里 叶 
一 拉 普 拉 斯 相 空 间 的 演化 方程 式 5-49 具有 记忆 核 函 数 : 
bw) = 0) ll 
blo) = py wl! + 0(%)] (5-103) 
在 低频 近似 〈ow-*0) 下 ， 主 要 项 是 时 间 的 一 阶 矩 的 倒数 ， 将 此 代入 式 5-49， 得 到 : 
wi(k,w) -1 = ES ko) 
这 显然 是 正常 扩散 方程 的 傅 里 叶 一 拉 普 拉 斯 变换 的 形式 。 
将 方程 式 5-103 与 标准 长 尾 分 布 的 记忆 核 函数 式 5-72 进行 比较 ， 可 以 看 到 后 者 在 
-0 时 趋 于 零 。 因 此 主要 项 显然 与 频率 w 相关 联 ， 这 暗示 方程 的 非 马尔 可 夫 演化 。 所 有 
这 些 讨论 清楚 的 说 明 ， 马 尔 可 夫 近 似 仅仅 适用 于 正常 的 高 斯 扩散 过 程 。 
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6 反常 扩散 现象 


前 一 章 根据 扩散 的 位 移 方 均 随时 间 变化 的 寡 指 数 将 扩散 过 程 分 为 正常 扩散 、 欠 扩散 、 
超 扩散 和 弹道 扩散 ， 并 指出 所 有 的 非 正常 扩散 均 属于 反常 扩散 。 我 们 也 可 以 根据 布朗 粒子 
的 动力 学 特征 和 结构 函数 将 反常 扩散 现象 划分 为 欠 扩 散 、levy 飞行 、lavy 行走 。 本 章 试图 
从 布朗 粒子 的 连续 时 间 随 机 行走 模型 出 发 ， 使 用 分 数 的 微分 方程 来 描述 反常 扩散 现象 ， 并 
希望 得 出 反常 扩散 的 物理 机 制 的 本 质 。 

复杂 系统 结构 的 变化 具有 这 几 个 方面 的 特征 : (1) 各 结构 单元 和 元 素 之 间 的 巨大 差 
异 ;(2) 在 元 素 之 间 和 这 些 结构 单元 之 间 有 强烈 的 相互 作用 ; (3) 随时 间 的 反常 的 演化 
和 不 可 预测 性 。 复 杂 系 统 及 其 结构 和 动力 学 性 质 已 成 为 物理 学 研究 的 一 个 重要 领域 。 

实际 上 ， 复 杂 系统 的 研究 主导 了 精密 科学 和 生命 科学 的 发 展 ， 诸 如 液晶 、 聚 合 物 、 蛋 
和 白质、 生命 聚合 体 、 生 物 结构 组 织 及 生态 系统 等 。 在 很 多 情形 ， 这 些 复杂 系统 的 瞬间 演化 
偏离 了 已 经 建立 起 来 的 “标准 ”的 定律 或 定理 。 随 着 实验 技术 和 仪器 设备 的 更 进一步 的 
发 展 ， 这 些 已 经 偏离 显得 更 加 突出 ， 使 得 我 们 必须 要 对 这 些 现象 的 规律 和 机 制 进行 本 质 性 
的 研究 。 

反常 扩散 现象 早 在 1926 年 就 由 理 查 德 森 (Richardson) 在 论述 注 流 扩散 时 提出 。 直 
到 20 世纪 60 年 代 ， 人 们 才 开始 在 输 运 理论 中 对 这 一 现象 作出 研究 和 讨论 。 特 别 值得 提出 
的 是 Montroll 等 人 在 研究 无 序 的 半导体 中 的 扩散 输 运 的 理论 时 ， 使 用 传统 的 理论 框架 失 
败 ， 这 导致 了 反常 扩散 理论 研究 的 开端 。 连 续 时 间 随机 行走 近似 理论 对 许多 与 布朗 运动 相 
关联 的 实验 现象 的 解释 结果 与 以 往 的 理论 解释 的 结果 有 很 大 的 不 同 ， 像 levy 分 布 这 样 一 
些 比较 特殊 的 分 布 被 引入 。 

到 现在 ， 已 经 发 现 许 多 的 系统 的 动力 学 行为 呈现 反常 扩散 现象 。 像 非 晶体 半导体 中 的 
带电 粒子 的 输 运 、 液 体 中 的 核磁 共振 的 扩散 、 多 微 孔 系统 的 渗透 、 聚 合 物 系统 中 的 激发 和 
重 构 、 分 数 维 几何 上 的 输 运 、 在 对 流 层 中 的 标 度 性 示 踪 物 的 扩散 、 聚 合体 网 格 上 的 小 珠 的 
动力 学 特征 等 ， 表 现 出 了 欠 扩 散 的 输 运 特征 。 而 像 旋转 流体 的 特殊 范畴 、 固 体 表面 上 的 聚 
集体 的 滑动 扩散 、 速 度 场 中 的 层 流 、Richadson 扰动 的 扩散 、 量 子 光学 、 细 胞 内 不 均匀 摇 
摆 的 输 运 、 单 分 子 光谱 、 等 离子 体 的 扰动 、 细 菌 的 运动 以 及 信天翁 的 飞行 等 则 表现 出 超 扩 
散 的 行为 。 

在 关于 反常 扩散 的 研究 中 ， 通 常 采用 了 分 数 布朗 运动 方法 、 广 义 朗 之 万 方法 、 广 义 主 
方程 方法 、 广 义 扩散 方程 、 广 义 的 热力 学 方法 。 现 在 人 们 普遍 接受 的 是 广义 的 朗 之 万 方 
法 、 广 义 扩散 方程 方法 和 连续 时 间 随 机 行走 方法 。 


6.1 朗 之 万 方程 与 反常 扩散 的 描述 


本 节 通 过 动力 学 范畴 的 朗 之 万 方程 来 描述 反常 扩散 现象 ， 得 到 一 些 合理 的 结果 。 曾 经 
讨论 了 布朗 粒子 的 一 维 经 典 的 朗 之 万 方程 : 
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x =-yx+F(t) (6-1) 
此 处 ， 为 方便 计 将 布朗 粒子 的 质量 取 为 一 。 随 机 力 F(t) 为 零 中 心 的 高 斯 随机 力 ， 有 

如 下 的 关联 函数 : 
(F(2)F(t')) = 2D,8(t - 1°) (6-2) 


式 中 , y 为 单位 质量 的 黏 滞 系数 , :为 位 移 变 量 ; Do 为 扩散 系数 。 对 方程 式 6-2 已 经 在 前 面 
第 二 章 讨论 知道 ， 其 分 布 函数 解 的 形式 是 高 斯 分 布 的 形式 ， 方 均 位 移 是 满足 爱 因 斯 坦 关系 
的 正常 扩散 。 

然而 当 布 朗 粒 子 在 稠密 的 流体 或 在 渗透 孔 中 的 有 内 豪 自 由 度 的 流体 中 运动 时 ， 随 机 耗 
散 力 的 关联 函数 却 表现 出 寡 指 数 的 时 间 关 联 ， 即 所 谓 的 随时 间 的 长 尾 分 布 〈 色 噪声 ) ， 而 
非 正 常 扩散 中 的 8 函数 。 作 为 一 般 例子 ， 考 虑 布朗 粒子 在 具有 随机 关联 函数 A(x) 的 高 斯 
色 噪 声 的 力 场 中 运动 ， 此 时 的 动力 学 方程 为 广义 的 朗 之 万 方程 。 可 将 广义 的 遍 之 万 方程 写 
为 : 


Es [eg -z(tdrt+f(x) = F(t) (6-3) 


注意 ， 上 式 中 的 蔡 小 系数 具有 时 间 关 联 性 (时 间 记 忆 ) ， 而 随机 力 R(t) 所 具有 的 时 
间 随 机 关联 函数 为 : 
C(t -8) = (F(t)F(t)) (6-4) 


不 失 一 般 性 ， 可 将 方程 的 初始 条 件 确定 为 x(0) = xo,z(0) = zo 。 

对 于 内 噪声 ， 涨 落 耗 散 产生 于 同一 根源 ， 系 统 最 终 达 到 热平衡 态 。 此 时 的 黏 滞 函 数 
7(4) 与 噪声 的 关联 函数 之 间 由 第 二 涨 落 耗 散 定理 联系 起 来 

C(t) = ks7y(t) (6-5) 

而 对 于 外 噪声 ， 涨 落 和 耗 散 的 来 源 不 同 ， 黏 滞 核 函数 和 噪声 的 随机 关联 函数 之 间 彼 此 
独立 ， 不 能 够 用 涨 落 耗 散 定理 联系 。 此 种 情形 ， 系 统 不 能 够 达到 热平衡 。 

对 广义 朗 之 万 方程 式 6-3 ， 如 果 外 场 为 谐振 子 势 几 x() ) = wix(t) ， 根 据 拉 普 拉 斯 变 
换 及 逆 变 换 的 性 质 ， 得 到 如 下 关系 : 


ww E(w) + wx(w) yw) +oiz(o) = FP(w) (6-6) 
将 上 式 变形 为 : 
ia) = 一 一 Cow) = Fw) hw) (6-7) 


oo +7y(o)o +an 
对 上 式 实施 逆 拉 普 拉 斯 变换 ， 考 虑 零 初始 条 件 ， 并 令 : 
(4(D) = HD + ma 及 (0 ， 360) = [ey 


dH(t) 
dt 


(4(1)) = ioh(t) - wxof(1) (6-8) 


K (CD =1 -四 [Dadr， h(t) = 


则 得 到 : 
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x(D) = (x(D)) + [H(t DFT)dT (6-9) 


i(0) = (2(D)) + [at-DFCDdr (6-10) 


从 方程 式 6-9， 式 6-10 所 表述 的 关系 代 人 对 称 的 关联 函数 ， 则 得 到 广义 朗 之 万 方程 的 
位 移 、 速 度 的 二 阶 和 矩 的 表达 式 : 


oe) = 《zx(D = (#0))7) =2f A600)da f HC -eda (6-11) 


el) = 《CD - C2)) 1) = 2 h(n) dn f hc -da (612) 
we(D = (Ll) (#0)) JIE) - (2())]) 


=2[ Hn)dnf h(n) c(h -ed (6-13) 

从 式 6-11， 式 6-12， 式 6-13， 可 以 得 到 对 称 的 关系 : 
glt) = 0 (6-14) 
以 上 所 得 出 的 二 阶 矩 关于 内 、 外 噪声 均 存在 时 有 效 。 更 进一步 ， 二 阶 矩 可 以 简化 为 : 
ou = kez{2 人 AnDdr- 下 (9 -wi[fuoad] (6-15) 
os) = kaTHO) [1 HO) -wi [Hdd] (6-16) 
ouw(t) = ks7[1 ~ h(t)w H(t)] (6-17) 


由 于 噪声 (1) 的 高 斯 性 质 和 朗 之 万 方程 的 线性 性 ， 联 合 概率 密度 p(x,v,1) 应 该 是 高 
斯 形式 的 。 与 此 高 斯 形式 联合 概率 密度 相关 联 的 联合 的 特征 函数 (概率 密度 函数 的 谱 函 
数 ) 为 : 
Bp,pst) = exp{i(x(0) + i(i(t))p - c+ a0 + on pr") (6-18) 
将 式 6-18 代入 定义 式 6-8 中 的 第 一 、 第 三 、 第 五 式 ， 注 意 到 拉 普 拉 斯 变换 的 微分 性 
质 和 二 阶 矩 的 表达 式 6-11 ~ 式 6-13 ， 则 得 到 下 述 方程 : 


方 业 = io[ACOm + RCE)p] ~ iusxo[ HO + h(t)p] - 


L (6-19) 
到 [os +as ph + op] 

Bp +o p= iioh(t) ~ izedH(t) (6-20) 

bop 

雪 中 + osp top iiA(D) + ixoK. (1) (6-21) 


对 方程 式 6-20， 式 6-21 求 平均 ， 经 过 简单 代数 运算 则 得 到 : 
.93 - 


这 {#2 + 


K.(t) ， 
07 AC) 上 


= +p|H()o% + On 
Pop aapap [ wo 


和 (9 on ] } 


(6-22) 


pH + 


5 
wo 
2 1 JAD 天 HOD 
i = {~ tolh (os -Heol + 
AKCoos -HOD oI} (6-23) 
将 式 6-22， 式 6-23 代入 式 6-19 后 再 计算 式 6-14， 最 后 得 到 : 


9 9 一 2 3 
i CHOL ER AE 


= F(0) Ropes0,0) + B00) SP Es + yl) spss0,0) (6-24) 


上 式 中 的 系数 函数 定义 为 ， 
7(D = -下 mn(A(CO) 


= = + 0 
h 
AD = 0 {1 -of aD dd]+ t(D) 


$0) = OI (Do + TD) 0 + Ho, 


pt) = Ga。 + Tt), + 0 (to -0 (6-25) 
对 于 上 述 的 广义 的 福 克 一 普 朗 克 无 论 内 外 的 高 斯 噪声 均 成 立 。 
在 内 噪声 情形 ， 使 用 内 噪声 对 应 的 二 阶 矩 表达 式 6-15， 式 6-17， 可 以 把 相 空 间 中 的 扩 
散 系数 简化 为 : 


Bt) = Un77(D，y%(0) = Sa(0) -21)) (6-26) 


倘若 考虑 外 场 /(x) = 0 和 符 滞 函数 y(t) 无 时 间 关联 的 情形 ， 则 广义 的 朗 之 万 方程 退 
化 为 经 典 朗 之 万 方程 。 
广义 朗 之 万 方程 式 6-19 的 解 的 形式 为 : 
1 
A ee 
3 27 Vouou -On 7 
exp {= — (x))* +2(x— (x))(v- (2))o, -os(v— 


2(0u0% - (ce) ) 


(6-27) 
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令 特 征 函 数 式 6-18 中 的 人 =0， 经 过 长 度 计算 ， 相 空间 边界 的 概率 密度 函数 满足 下 列 
方程 ; 


pl 2 ED ap(wD + D, sD (628) 
上 式 中 的 扩散 和 漂移 系数 定义 为 : 
é() =— ,Dp, = EDOee(D + Bo) (6-29) 


在 内 噪声 情形 ， 相 空间 的 扩散 系数 可 简化 为 : 
已 CD = ke7{A(D [0 -eC ]+ ED + oA IAD -#4 1} 
(6-30) 
如 果 令 特征 函数 式 6-18 中 的 p = 0 ， 通 过 代数 运算 ， 可 以 得 到 实 空间 中 的 边界 的 概率 
密度 函数 满足 于 : 
Sp = [aixoH(t) -ih(t)] PE + ro 人 (人 PD (6-31) 


克拉 6-13 ~ 式 6-21 
所 定义 。 从 方程 式 6-19 到 式 6-26 ,形成 了 由 内 外 的 高 斯 色 品 声 驱动 的 随机 过 程 的 完备 解 。 
考虑 自由 场 中 的 布朗 粒子 的 运动 ， 此 时 ， 广 义 朗 之 万 方程 中 的 f(x) = 0 。 在 涨 落 耗 
散 定理 的 前 提 下 ， 对 于 存在 的 内 噪声 具有 长 尾 的 时 间 关 联 ( 色 噪 声 ) : 
C(t) = (F(0)F(t)) = Fo(B)1™® (0<B<2) (6-32) 
在 0<B<1,1< 有 B<2 这 样 两 个 开 区 间 ， 关联 函数 式 6-32 在 变换 为 拉 普 拉 斯 谱 函 数 
后 ， 使 用 拉 普 拉 斯 变换 在 原点 领域 的 渐进 展开 定理 而 得 到 其 渐进 行为 : 
C(w) ~ dr(Gl-B)op (6-33) 
上 式 中 的 do 是 正 的 比例 系数 。 将 上 式 代 人 速度 关联 函数 的 拉 普 拉 斯 谱 ， 则 得 到 如 下 
近似 关系 : 
wt 
~ aT(1 -Bp) 
在 此 ， 比 例 系数 并 非 主要 因素 。 应 用 拉 普 拉 斯 变换 的 渐进 性 质 ， 我 们 即 得 到 1 < B < 
2 时 的 速度 关联 的 渐进 行为 : 


AD) -ar (B -LA 5 
WTB -I TO-BT Fr-DrG-D) C535) 


而 当 0 < B < 1 时 ,速度 关联 函数 的 渐进 行为 为 : 
h(t) ~ (B- DE?[dT(B -DT(2 -Bp)] 
(Bp- De” 
7 HT0pB-11)T(2 -8) 
结合 式 6-35， 式 6-36 两 式 ， 最 后 得 到 : 


hw) = [w+ C(w)]" (o 一 0) (6-34) 


(一 o) (6-36) 
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-De 

(9 i 

因此 在 (1 < B < 2) 时 ， 速 度 关联 函数 按 正 震 指 数 的 长 尾 规律 递增 。 这 意味 着 ;如果 

粒子 在 此 时 刻 有 正 的 速度 值 ， 在 未 来 的 时 间 里 ， 它 将 记 住 这 个 正 号 。 根 据 式 6-15 的 矩 的 
定义 ， 可 以 得 到 方 均 位 移 的 渐进 行为 : 

oa ~b (0 A) (6-38) 


(0<B<1 或 1 <B <2) {6-37) 


这 是 对 应 超 扩散 的 情形 。 

当 0 < B < 1 时， 可 以 得 到 速度 关联 函数 为 : 

(8- Ue 
(0) ~ FU -BT -A) 

显然 ， 速 度 关联 函数 按 负 寡 指数 以 长 尾 分 布 递减 。 这 意味 着 如 果 粒 子 在 此 刻 具 有 >x 的 
正方 向 的 运动 ， 则 在 以 后 的 时 刻 ， 它 将 趋 于 沿 负 的 方向 的 运动 。 对 于 这 种 情形 ， 我 们 把 速 
度 自 相关 联 分 为 常数 和 非常 数 两 种 类 别 加 以 讨论 。 

对 于 0 <B<1， [ aca 关 常数 时 ， 根 据 矩 的 计算 表达 式 6-11 ， 得 到 方 均 位 移 的 渐 


进 表达 式 : 


(6-39) 


Oa(t) ~ (0<B<1) (6-40) 
上 式 表述 了 布朗 粒子 的 空间 运动 在 此 情形 表现 为 欠 扩 散 。 而 对 于 0 < p < 1 ， 
人 (0D) de = 常数 时 ， 布 朗 粒 子 的 空间 运动 将 表现 为 正 党 扩散。 特别 是 ， 当 B=1 时 ， 从 式 
6-0 得 到 
Ou(t) ~ tnt (6-41) 
此 时 布朗 粒子 将 进行 另 一 种 类 型 的 反常 扩散 。 


从 式 6-31 我 们 可 以 得 到 在 零 初始 条 件 p(x*,0) = 5(x) 下 的 欠 扩 散 和 超 扩散 的 密度 分 
布 函数 PDF 为 : 


ee 
| (6-42) 


ens 4Be 


注意 ， 上 式 中 的 了 表示 正比 于 ksT/[BT(1 1 -B1)F(2 -B) ] 的 系数 。 上 式 所 表示 的 
密度 函数 PDF 具有 自 相似 性 : 

p(bP? (x — (x) ,bt)) = bp(x,) (6-43) 

以 上 所 讨论 的 是 内 噪声 对 反常 扩散 的 影响 。 当 有 外 噪声 存在 时 ， 由 于 驱动 噪声 和 耗 散 

来 源 可 能 不 同 ， 因 此 系统 将 会 处 于 非 平衡 状态 。 这 意味 着 涨 落 和 耗 散 是 独立 的 ， 因 此 涨 落 

耗 散 定理 不 能 直接 应 用 。 考 虑 黏 滞 记忆 核 函 数 为 y(!) ~ 2,(0 < 9 < 1) ， 而 噪声 的 关联 

函数 具有 长 尾 关系 ， 形 式 如 下 : 

C(t) = (F(0)F(1)) = Fo(B)t® (0<B<1) (6-44) 

这 类 噪声 通常 用 于 电子 电路 中 的 反馈 回路 、Kalman 滤波 器 等 。 根 据 二 阶 矩 的 表达 式 
6-11， 得 到 如 下 的 渐进 行为 : 


.96. 


au(t) ~ const (20 < B) 
cue(t) ~ Int (20 = 有 ) 
Gult) ~ 1 (20 > B) (6-45) 
从 上 式 可 以 看 出 , 在 29 ~-B < 1 ,29-B =1 ,29-pB > 1 的 条 件 下 ,布朗 粒子 分 别 对 
应 了 欠 扩 散 、 正 常 扩 散 、 超 扩散 行为 。 
在 非 平衡 统计 力学 的 统一 构架 中 ， 粒 子 在 色 噪 声 的 驱动 下 的 行为 由 广义 朗 之 万 方程 描 
述 。 可 以 从 朗 之 万 方程 而 得 到 福 克 一 普遍 克 方程 ， 最 后 由 初始 条 件 得 到 密度 分 布 函数 。 


6.2 随机 环境 中 的 levy 飞行 
6.2.1 “ 济 火 近似 ”的 朗 之 万 方程 的 描述 


寡 律 噪声 构成 的 随机 环境 将 导致 levy 飞行 。lavy 飞行 描述 了 许多 的 物理 过 程 ， 诸 如 : 
生物 细胞 内 的 自 扩散 、 不 同 种 类 的 颗粒 物质 的 输 运 等 。 在 随机 漂移 力 场 中 ， 考 虑 到 瞬间 无 
序 的 淳 火 过 程 ， 在 此 情形 下 ， 朗 之 万 方程 中 的 惯性 项 可 略 去 ， 简 化 后 的 一 维 朗 之 万 方程 可 
以 写 为 : 


0 = F(x(1)) + €(1) (6-46) 


此 处 的 随机 力 是 遵从 守 律 的 均匀 分 布 的 白 噪 声 : 
P(E «Ed (6-47) 

式 中 的 a 为 特征 指标 。 对 于 正常 情形 ， 引 入 UV 截断 〈 低 端 截断 )5 ~ ao ,e >0, a 
为 微观 的 步 长 。 对 于 s > 2 ， 二 阶 和 矩 有 限 (》 = (ed ， 特 征 步 长 由 二 阶 矩 确定 。 对 
于 1 < se < 2 ， 二 阶 矩 发 散 ， 但 是 平均 步 长 4》 有限。 而 在 区 间 0 < se < 1 ， 一 阶 矩 发 散 ， 
平均 步 长 无 定义 。 

噪声 描述 了 布朗 粒子 连续 行走 的 levy 步 长 。 专 将 驱动 布朗 粒子 的 空间 位 移 x。 如 果 
考虑 力 场 是 瞬间 剧变 〈 淳 火 过程 ) ， 力 场 对 布朗 粒子 作用 的 空间 分 布 是 高 斯 分 布 : 


PCP) < exp[ -到 [za-e(z -x)P(x)dxdx] (6-48) 


随机 力 的 关联 函数 为 : 
《PFCxz)FCxz DJ) = 4ez -x') (6-49) 
对 于 随机 力 场 F(*) = 0 的 情形 ， 得 到 简化 的 随机 动力 学 方程 式 6-46 的 满足 边界 条 件 
P(x,t) = 《8(xo -x(b))》 的 PDF 解 的 标量 形式 为 : 


P(x,t) = | 直 exp(itz -Dr 141) 
(6-50) 
6 全 
es (pe 
上 式 中 D, 是 时 间 标 度 的 扩散 系数 。 
标 度 指标 依赖 于 es。 对 于 e > 2 ,y= 2 ， 标 度 函 数 G(x) 遵从 中 心 极限 定理 。 对 于 
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se<2,s = 人 上 ; 根据 标 度 体系 ,可 以 从 式 6-50 导出 方 均 位 移 关系 : 
(2(D》= JPlr edr et (6-51) 
因此 ， 这 样 的 过 程 描述 了 反常 扩散 中 的 超 扩 散 ， 即 通常 所 说 的 levy 飞行 。 
6.2.2 “ 溢 火 近似 ”的 福 克 一 普 朗 克 方 程 的 描述 〔 微 扰 理 论 ) 


对 于 急剧 变化 的 力 场 中 的 布朗 粒子 的 运动 ， 也 可 以 用 福 克 一 普 朗 克 方 程 加 以 描述 。 
“ 淳 火 近似 ”的 广义 朗 之 万 方程 可 以 写 为 : 


PC) = VEF() P(t) ] + DVP(x,t) + DVP(x,t) (6-52) 


上 式 中 包含 的 原始 的 扩散 项 D, YP(x,t) 起 源 于 噪声 分 布 p(€) 的 低频 部 分 。“ 分 数 ” 
梯度 算 符 VW 是 -所 的 傅 里 叶 变换 ， 而 且 是 空间 非 局 域 的 积分 算 符 ， 反 映 了 布朗 粒子 的 长 
程 行走 。 

定义 函数 : 

P(k,w) = fr, 0c expio — ikx)dxdt (6-53) 

上 式 中 的 函数 9(1) 是 步 长 函数 。 引 入 无 维度 的 耦合 强度 A， 得 到 : 


(iw + Dh + DR) Bho) = Polk) -iAk]EPF(k -p)P(pw)dp (6-54) 


上 式 中 的 力 场 的 平均 满足 关系 式 6-49， 等 价 于 对 所 有 的 力 偶 进 行 缩 并 。Po(k) = 


PB(k,t = 0) 为 初始 分 布 。 考 虑 各 向 同性 的 零 邻 域 关联 A*(k) = A5” ， 引 入 UV 截断 并 假 
定 0 <k,p < 1 。 重 申 方程 式 6-54， 区 分 自 能 和 最 强 看 合 ， 在 空间 维度 小 于 指标 /的 条 件 
下 ， 力 的 关联 并 修正 到 4 的 一 阶 项 ; 并 且 考虑 空间 的 维度 数 小 于 (2w - 2) 时 的 最 强 耦合 ; 
最 后 得 到 次 要 项 Dk 的 发 散 分 布 。 要 得 到 衰退 的 微 扰 理 论 和 导出 力 的 平均 分 布 的 标量 性 
质 以 及 方 均 位 移 ， 需 要 进行 重 整 化 分 析 。 将 力 在 壳 内 e… < k ,p < 1 , 平均， 得 到 修正 后 
的 福 克 一 普 朗 克 方 程 : 


[-iw + Dk + (D, +8D) FR] P(E,w) 


= Po(k) -i(A + 8A)k| (EBP ps) a, (6-55) 
力 的 关联 函数 在 条 件 0 < 上 ,P < e。” 下 满足 下 述 关 系 : 
《EC(k)Fe(p))r = (A +6A)6*(27)6(k +p) (6-56) 


注意 ， 并 没有 修正 到 主要 的 levy 项 。 对 于 小 参量 1, 5D,,5A,54 的 修正 正比 于 1。 从 一 
些 简单 的 分 布 形式 ， 计 算出 一 阶 的 循环 量 : 
,Di(d-p) +D,(d -2),, 


5D,=A 1 
9 CODD 人 

A=-C AA 1 

(D, + D,) 


.98. 


AA’ 
=-B' Ol 六 
(D, + D,)* C031», 


上 式 中 4'，B',C' 是 几何 因子 。 引 入 标量 : 

及 = ke’,p’ =pe’,w’ = we ? ,P'(k',w’) = P(k,w)e®® ,PF'(k) = F(k)e®) ,0 <k’, 
p'<l1 

从 重 整 化 的 福 克 一 普 朗 克 方 程 和 力 的 关联 函数 出 发 ， 调 整 8(1) 因子 ， 使 耦合 强度 和 
=1。 设置 a(!) = [Da ， 选 择 z(1) = 人 ， 以 使 得 D(1) = D， ， 则 很 快 得 到 关于 D,、 


4 的 重 整 化 群 方程 : 


dD _ Di(d-n) +D,(d-2) 
了 (DrD) 
0 
d= (24 -4-2)4 37 + (6-58) 


上 式 中 4 = (1/2)S/(2m) ,B = 2S/(2m) ,S =2n/T(1/2) 。 

注意 到 ， 当 < 3/2 时 ， 方 程式 6-58 有 稳定 点 D; = 0 ,A” = 0 。 这 说 明了 两 个 问题 ， 
(1) 与 主要 的 levy 项 相 比 ， 次 要 项 六 大 标 度 为 0; (2) 由 4 表征 的 “ 溢 火 过 程 ”导致 的 
无 序 ， 成 为 了 细节 而 非 过 程 中 的 主流 。 长 程 的 levy 步 长 成 为 主要 因素 ， 控 制 了 整个 标量 
过 程 。 D,(1) 与 4A(1) 所 在 的 线性 标量 区 域 中 (也 就 是 轨道 以 确定 的 斜率 通过 固定 的 点 的 
区 域 ) ， 相 比较 而 言 前 者 更 依赖 于 人， 而 且 在 人 与 空间 维度 数 相等 时 ， 达 到 最 大 值 ， 这 恰 
巧 是 微 扰 理论 开始 导致 ,的 发 散 分 布 的 区 域 。 而 在 3/2 < jw. < 2 时 ， 不 可 忽略 的 固定 点 显 
现 出 来 ， 描 述 为 : 

DCL-A)(2 -3) 

2 -p+(4/B)(2p -3) 


_ (2 -3)(D, +D;)’ 
Ne B 


D; = (4/B) 


4 (6-59) 

稳定 点 D2 说 明 ， 与 levy 项 D,kt 相 比 ， 次 要 的 扩散 项 D, 忆 导致 了 分 布 。 固 定点 4' 说 
明 ， 当 空间 维度 数 d 小 于 临界 维度 数 d. = 2 -2 时 ， 绝 热 的 无 序 变 为 了 枝 节 问 题 。 周 定点 
的 扩散 系数 的 值 D; 为 负 ， 这 是 由 于 所 连接 的 环境 在 .< 1 + d/2,D; = 0 时 导致 了 正常 的 
扩散 。 我 们 也 注意 到 ， 与 布朗 粒子 的 运动 情况 有 所 不 同 ， 临 界 维度 数 de 少 于 分 数 维度 数 
dr = 上。 对 于 /一 2 ， 从 方程 式 6-59 第 一 式 得 到 Ds 一 - D，， 此 时 福 克 一 普 朗 克 方程 中 的 
levy 项 让 ,此 抵消 扩散 项 六 尼 ; 产生 这 一 现象 的 原因 ， 主 要 是 没有 修正 到 一 阶 的 循环 量 ， 
或 者 说 布朗 粒子 运动 恰好 处 于 临界 维度 等 于 空间 维度 的 状况 。 

从 所 导出 的 重 整 化 群 方程 ， 推 断 存在 标量 关系 : 


(P(k,w,A)), = er (PCke'oe ,A ))r (6-60) 
在 固定 点 的 邻 域 ， 设 置 a(1) < ju ， 选 择 ke' ~ 1 ， 则 有 关系 : 
(P(k,0,4))s = 人 | (6-61) 
中 


将 上 式 实施 逆 傅 里 叶 一 拉 普 拉 斯 变换 ， 可 知 该 分 布 的 方 均 位 移 有 渐进 行为 : 
(TD (6-62) 
由 上 式 可 以 看 出 ， 瞬 间 的 “ 淳 火 过 程 ”在 平均 力 场 分 析 中 将 表现 出 反常 扩散 行为 。 
6.3 分数 微 分 方程 和 分 数 波动 方程 
6.3.1 分 数 扩 散 和 波动 方程 
设 y 是 未 确定 的 拓扑 逻辑 矢量 空间 ( 施 瓦 区 空间) 中 的 区 域 R, 连续 函数 ， 定 义 为 ; 


yo(t) = (tb (6-63) 
r= th dr (meN) (6-64) 
上 式 中 y。 是 m i AN 是 自然 整数 ， 其 上 阶 导数 表述 为 : 
y(t) = ym!t) (OS<ksm) (6-65) 
其 初 值 问题 表示 为 : 
2 (1) = y(t) (6-66) 
z0(0) =c (Os<ks<sm-1,meN) (6-67) 
由 微分 方程 理论 可 知 ， 注 税 信 问 是 有 聊 解 ， 
0 = Dar (6-68) 


注意 : 方程 式 6-68 与 方程 式 6-66， 式 6-67 是 等 价 的 。 在 方程 式 6-68 中 的 限制 m e 
N 不 再 保持 的 情况 下 ， 我 们 具有 的 解 的 一 般 形式 是 : 
z(0) = + Fh Dr Ddr (6-69) 
m-l<as<m,meN (6-70) 
可 以 容易 证 明 ， 函 数 z(+) 至 少 具有 m - 1 阶 连续 的 关于 时 间 的 导数 ， 而 且 形式 满足 式 
6-66, 式 6-67。 
如 果 方程 式 6-66， 式 6-67 中 函数 y 没有 直接 地 给 出 ， 而 是 通过 映射 B 表示 出 来 : 
y= $(z) (6-71) 
上 式 中 的 变换 将 在 R, 上 的 连续 函数 组 映射 到 自身 ， 方 程式 6-68 ~ 式 6-70 变 成 了 
积分 方程 ， 方 程式 6-68 与 方程 式 6-66， 式 6-67 等 价 。 如 果 变 换 中 是 线性 的 ， 那么， 积 
分 方程 亦 是 线性 的 。 对 于 与 积分 方程 式 6-69， 式 6-70 相关 联 的 变换 罗 ， 积 分 方程 将 被 直 
接地 解 出 。 
考虑 变换 : 
z(t) :一 R，teR (6-72) 
上 式 中 忆 是 = 维 空间 的 域 。 使 用 如 下 表示 : 
[z(t)](x) = u(x,t) (6-73) 
. 100 . 


也 就 是 说 4 是 从 D x R, 到 尺 的 变换 。 选 取 变换 : 
[GDI = Au(eD = 六 ED (674) 


关于 变换 四 ， 从 式 6-66， 式 6-67 得 到 初 值 问题 : 


了 = Au (6-75) 
0 =f(x) (0<k<m-1) (6-76) 
a 


上 式 即 典型 的 扩散 (m = 1) 和 波动 方程 (m = 2) 。 
将 式 6-75， 式 6-76 经 过 积分 方程 式 6-68 并 使 用 初始 条 件 ， 再 由 方程 式 6-69， 式 6-70 
得 到 ， 


uxt) = 1 Ot + Fas) dr (6.77) 

m-l<asm (m=1,2) (678) 

注意 到 m 的 区 域 限制 ， 它 使 得 方程 式 6-77 的 m 因子 变 为 多 余 。 将 式 6-77， 式 6-78 方 

程 称 为 分 数 扩散 (m = 1) 或 分 数 波动 方程 (m = 2) ， 通 称 分 数 微分 方程 。 对 于 分 数 微分 
方程 ， 考 虑 变换 B 的 形式 为 : 


y=-hz (AeR,) (6-79) 
在 域 R, 上 中 的 拉 普 拉 斯 变换 定义 为 : 
$0) = [ bed (6-80) 
梅林 变换 定义 为 : 
Bs) = Fp) (6-81) 
OO 
$(s) = A Fesk or 和 (o)dw (6-82) 
对 方程 式 6-69 实施 拉 普 拉 斯 变换 ， 得 到 : 
zs(w) = Be + A) Tw! (6-83) 
由 式 6-82， 式 6-83 可 以 得 到 : 
2(s) = eA T+ +e) (6.84) 


根据 Fox 函数 的 定义 : 
Hr (s) = Hr [s 


(0141) (ez 


(opp) ]= mel: 


(5180) 


人 = - 
= 而 zu (6-85) 


{61.81) (62.82 


式 中 
* 101: 


机 rw -aoIra -a +h,s) 


X(s) = 
Hra -b + Ir -hs) 


itm 


由 路 径 积分 的 理论 知 ，Fox 函数 具有 级 数 表 示 形 式 : 


区 T(b,-B(b, 1/8) Hr -a + A(b, +0)/B,) 
Ld x 
ra 一 已 + Bb + 0)/B) Tr -A(b, +v)/B,) 


rm 


(~ 1) zB 
ge ca 
考虑 对 式 6-84 实施 道 梅林 变换 ， 注 意 式 6-85 的 路 径 积分 恰 是 道 梅林 变换 的 定义 ， 则 
得 到 式 6-84 的 解 为 : 


(0,1/0) ) 


过 
z(t) = a > ot Hi (As (6-87) 
Er 


(0,1/0) (kD) 


代入 Fox 函数 的 级 数 表示 ， 则 得 到 : 


Dw 
z(t) = 六 广 FOr A (6-88) 


将 其 代入 分 数 微分 方程 可 以 证 明 ， 在 变换 y = - Az 条 件 下 的 函数 式 6-79 是 满足 分 数 
微分 方程 式 6-64 、 式 6-66 的 解 。 


6.3.2 分 数 扩散 和 波动 方程 的 一 般 求 解 


对 于 (0<a<l, m=1) 和 (1<a<2，m=2) 所 对 应 的 分 数 扩散 和 分 数 波动 方程 ， 
可 以 重 写 为 ; 


u(x,t) = TA re sh —T)" Au(xz,r)dr (6-89) 
式 中 ,f.(0 < < m -1) 作为 初始 条 件 ， 也 即 : 
GD A) (stsm-D (6.90) 


将 上 式 关 于 时 间 进 行 拉 普 拉 斯 变换 ， 使 用 级 数 形式 ， 得 到 : 
i(x,w) = Fh +w Ai(x,w) (w >0) (6-91) 
或 者 写 为 : 
Ai(x,w) -wi(x,w) = 一 BAe (6-92) 


由 于 微分 算 符 是 作用 于 空间 的 ， 因 此 上 式 可 以 简化 为 : 
* 102. 


Av(x) = Aio(z) -g(x) (A* > 0) (6-93) 
式 中 , g(z) 是 已 知 的 源 项 。 式 6-93 的 解 的 一 般 形式 为 : 
oz) = w(z) + 人 (lz -yl,A)g(7)dy (6-94) 


方程 式 6-95 中 的 w(x) 是 任意 形式 的 谐振 子 方程 : 
Aw(x) -Arw(x) =0 (6-95) 
的 一 般 解 。 根 据 零 初始 条 件 并 用 分 离 变 量 方法 求解 基本 的 扩散 方程 ， 核 函数 k(r,A) 定义 
为 : 
kr,A) = (2m) (7/A)T YK (Ar) (6-96) 


式 中 , Ki-_(wz) (Ar) 为 第 二 类 的 贝 塞 尔 函 数 。 
设 w(x) = 0 ， 于 是 从 式 6-91 ~ 式 6-94 得 到 : 


aco)= 5 [G(x -yD (6-97) 


Gr,0) = kT," ) we (6.98) 
上 式 中 的 6 函数 为 边界 条 件 的 格林 函数 。 由 于 梅林 变换 的 中 间 步 骤 的 困难 ， 使 得 上 
式 的 逆 拉 普 拉 斯 变换 很 难 进行 。 由 式 6-82 得 到 : 


1 Der odo (6-99) 


G(s) = Fy 


将 式 6-96 代 人 ， 并 利用 贝 塞 尔 函 数 的 拉 普 拉 斯 变换 : 
R,(s) = 2°7( 三 5)7( 苇 9) (6-100) 


我 们 得 到 : 


Ge (7,8) = m2/ -n/a x 


FUL- (k+s)/a) sy 
FO (和 C601) 
对 上 式 实施 逆 梅 林 变 换 ， 得 到 : 


(ef) 


Grr) = wt (| ) (6-102) 


(02) (a) ,1 -We) 12) 
上 式 中 的 Fox 函数 级 数 的 形式 用 梅林 变换 谱 表 示 为 ， 


一] MA 
_ A(s)B(s) 
H bo = C0s) DCs) (6-103) 


上 式 中 等 号 右边 的 4 个 函数 为 人 徊 马 函 数 的 连 乘 : 
* 103. 


uy 
4(s) = TIT(, +B;s) 
i 


B(s) = JIFrG -a + os) 
a 


4 (6-104) 
CG) = IIT( -6 -ps) 
P 
D(s) = II ro +@s) 
上 式 中 ,假设 整数 人 M、N、Q、P 满足 : 
OsN<P, 1<M<0O (6-105) 


式 6-104 中 的 所 有 连 乘 被 设置 等 价 于 一 个 单元 。 参 数 a, ,1 <j<P; b,l1<k<0 是 
任意 的 复数 ; 而 参数 a , 1 <j<P ;PB ,1<k<0 则 是 正 数 。 相 应 的 , 4、B 的 相应 的 极 
的 位 置 是 不 相交 的 。 进 一 步 假 设 : 


5 = 8 和 >0 (6-106) 
则 式 6-102 的 Fox 函数 在 此 条 件 下 导致 了 : 
a<1 (6-107) 
当 以 上 所 有 条 件 均 满足 时 ，Fox 函数 式 6-103 为 在 z 天 0 处 的 多 值 解析 函数 ;此 时 的 函 
数 形式 可 以 用 留 数 定理 写 为 : 
hf 9) =- y re (A = B=) ') (6-108) 


fy (CHD 
上 式 中 P(4) 是 4(-*) 的 极 的 位 置 。 如 果 4、B 互 换 ， 则 上 式 中 的 符号 相应 改变 ， 于 
是 得 到 Fox 函数 的 渐进 的 展开 式 。 当 z 的 模 很 大 时 ， 在 每 一 个 均匀 的 闭合 子 域 ， 我 们 均 
有 : 
和 8 AN 
la < BS{TB- SB+ yo- al (6-109) 
fA fs i 
上 式 中 括号 中 的 求 和 运算 被 假设 为 正 值 。 对 于 N = 0 ， 渐 进 的 行为 变 为 指数 小 量 ， 此 
时 有 : 
eg(z) ~ Fzrsexp(- 已 5z05) (6-110) 
在 :z 的 模 很 大 时 ， 项 点 在 原点 的 每 一 个 均匀 的 封闭 域 均 包含 在 |argz| < 5m/2 之 中 ， 
上 式 中 的 常数 在 此 条 件 下 可 以 给 出 为 : 
et + 


© 
= I TI” (6-111) 


PE 


.104. 


将 式 6-111 代入 指数 形式 的 渐进 解 式 6-110， 得 到 : 


-IO0-a)nt26/(2-a) ,~[aa/2-24]/(2-0) -7 -V2-0) 22-0) -ar(2-a 
GEC7st) ~ Tar toa/ te /0 expl| (2 — a) a 0200 x re | 


(6-112) 
上 式 中 的 伽 马 函 数 符号 的 定义 为 
Ts = 2 (2 - a) oe) (6-113) 
特别 情形 ， 当 a = 1 ,上 = 0 时， 将 导致 : 
GT,t) = (4mt) ?exp( -7/4t) (6-114) 


这 种 情形 的 解 并 不 是 渐进 的 ， 而 是 严格 的 解 。 实 际 上 ， 这 是 高 斯 分 布 的 典型 形式 。 
本 条 件 下 的 格林 函数 的 更 进一步 的 性 质 可 以 通过 其 傅 里 时 逆 变换 得 到 。 本 格林 函数 的 
空间 的 傅 里 叶 变 换 为 : 


6(lgl90 = |@(lzlDerdr (6-115) 
式 中 , 人 表示 波 矢 。 将 式 6-115 转换 到 球 极 坐标 〈 则 矢 径 是 纯 的 标量 形式 ) ; 
G1(90) = 2m) gf ra (gn Gr) (6-116) 
式 中 , 岂 表 示 第 一 类 的 贝 塞 尔 函 数 。 对 式 6-116 关于 4 变量 实施 梅林 变换 ， 得 到 : 
bl) = He ELS (6-117) 


此 处 ,第 一 类 贝 塞 尔 函数 的 梅林 变换 为 : 


7 oo 227 PFC) 
D0) = 2 FT (6-118) 


考察 Fox 函数 的 梅林 变换 式 6-103 ， 式 6-104 得 到 : 


过 _ 
根据 Fox 函数 的 级 数 表述 ， 可 得 到 式 6-119 的 级 数 表示 : 

Ro < -1)’ we 

Gi(g,t) = 名 FU 了 (6-120) 
类 似 于 式 6-88 的 诠释 ， 我 们 得 到 式 6-120 的 渐进 行为 : 

Ze SS = yp 

G0 -到 全 让 (6-121) 


对 于 很 大 的 9 和 + (短波 、 长 时 近似 ) ,在 a 关 1 ,2 时， 强调 上 = 1 仅仅 发 生 在 a > 
1 的 情形 。 也 就 是 说 所 有 感 兴趣 的 仅仅 是 在 : 的 负 赛 次 项 。 

从 式 6-119， 式 6-120 可 以 得 到 上 取 0、! 时 对 应 的 格林 函数 傅 里 叶 变换 谱 函 数 之 间 的 
关系 为 : 


967(g,0) 


G29) = — (6-122) 


“105 


而 相应 的 ， 在 + 一 0 时 对 应 的 傅 里 叶 谱 函 数 的 极限 为 : 


65(q0) =1, C7(g,0) =0 (6-123) 
注意 上 式 中 的 第 二 项 不 应 给 予 考虑 。 对 于 a =1 级 数 式 6-120 成 为 基本 的 关系 : 


Gg,t) = exp(— qt) 
] (6-124) 
G1(g,t) = (1/g9°)[1 -exp(— gt)] 
a = 2 的 情况 ， 谱 的 关系 则 为 : 
GI(g,t) = cosgt 
] (6-125) 
CI(g,t) = (1/g)singt 


显然 , G8(g,1) ,G1(g,t) ,63(g,t) 是 关于 扩散 方程 和 波动 方程 的 格林 函数 式 6-94 
的 空间 的 全 里 叶 变 换 谱 。 而 波动 方程 的 格林 函数 相应 地 为 : 


Gr,t) = 

2 0 Oy KC oy 吉 

G(r,t) = 5(2 -7) (n=2m+1) (C636) 
0 (r>2) 

2 了 本 

人 全 四 (PLP) (rcion=2m) 


由 于 格林 函数 的 傅 里 叶 变 换 关系 式 6-99 ~ 式 6-105 ， 暗 示 了 分 数 的 波动 方程 有 解 ， 
uxt) = BJ- yD (6-127) 


如 果 对 时 间 采 用 拉 普 拉 斯 变换 ， 空 间 采用 傅 里 叶 变换 ， 则 得 到 更 为 简单 的 格林 函数 形 
式 : 
A _ wt 
Gr(g,w) og (6-128) 
为 了 得 到 上 式 的 结果 ， 将 式 6-120 的 几何 级 数 求 和 ， 在 |g?w*| < 1 的 限制 下 ， 得 到 
式 6-128 的 关系 。 作 为 选择 ， 考 虑 函数 : 


(oa) 1 


FD) = 人 (er (og >0) (6-129) 
其 拉 普 拉 斯 变换 的 形式 为 : 
Pp) = p™ HN (ap™” a ") (6-130) 
在 此 ， 除 了 式 6-106， 式 6-109 的 限制 之 外 ， 还 规定 : 
Re(p +1) > ~ 0 min,Re(b,/B,) (6-131) 


拉 普 拉 斯 变换 谱 的 结果 来 自 于 Fox 函数 的 路 径 积分 的 表示 式 6-129; 而 式 6-131 则 反 
映 了 Fox 函数 的 拉 普 拉 斯 谱 的 积分 路 径 的 条 件 。 
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将 式 6-130 的 对 时 间 变 换 的 形式 应 用 到 式 6-119， 得 到 : 


和。 Ll on | Cee2).0042) 多 
或 
~ Ln 
C9,0) = Fo Hi (go a (6-133) 
上 式 采用 了 简 并 形式 : 
ep i 《aa (ea 
DO Pd 
考虑 到 梅林 变换 ， 式 6-133 变 为 : 
a on) 2 
有 (| ny) = i (6-135) 


结合 式 6-132， 式 6-133， 式 6-135 ， 我 们 得 到 式 6-128 ， 从 而 得 到 最 简 的 格林 函数 的 傅 
里 叶 一 拉 普 拉 斯 谱 表达 式 。 


拉 普 拉 斯 一 傅 里 叶 谱 函数 bq,0) 在 实 的 半 平 面 Re(w > 0) 上 具有 连续 的 解析 形式 。 
这 是 由 于 格林 函数 的 空间 的 傅 里 叶 变换 谱 式 6-119 被 实施 拉 普 拉 斯 变换 的 原因 。 


6.3.3 分 数 扩散 方程 的 特殊 性 质 
考察 分 数 扩散 方程 : 
ux) = h(x) + Fe -DriAu(x,rdr (0<a<1) (6-136) 
其 在 初始 条 件 u(x,0) = 有 (x) 下 为 : 
uxt) = [Gx -yh dy (6-137) 
上 式 中 的 格林 函数 G3 可 以 写 为 : 


Qh, 
Ge(r,t) = a mr (2 re | 1 


) (6-138) 
(1/0) ,1/0) 
在 构造 格林 函数 时 使 用 了 下 述 关系 和 Fox 函数 的 连 乘 级 数 的 表达 式 : 


Hs(: 《are ") = ya (2 (go)1.. ) (6-139) 
(BB 1 ,0 (B78) ,0 
当 a = 1 时, 格林 函数 简化 为 : 
2 
Go(r,t) = (4m) exp 人 - 号 ) (6-140) 


上 式 为 通常 的 扩散 方程 在 实 空间 的 概率 密度 ; 值得 注意 的 是 这 个 格林 函数 延续 到 了 
0 < a < 1 时 的 分 数 扩散 方程 。 
上 述 结论 可 由 下 述 定理 说 明 。 给 定 函 数 : 
a 


T(p) 


slr) = (6-141) 


则 在 * > 0 ,以 及 


HR (2 EE ) 


51028)) .01.1/028)) 
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4k>0,0<B<B.(p) (6-142) 
的 条 件 下 ， 所 给 定 的 函数 是 在 空间 R, 中 的 概率 密度 函数 。 式 中 的 临界 值 定义 为 : 


B.(p) = 1/2 (p=1) (6-143) 
B.(p) = 1/(2p) (I112<ps1) (6-144) 
Blp)=1 (0 <p<1/2) (6-145) 


所 定义 的 密度 函数 没有 定义 符号 ,但 是 保持 了 归 一 化 。 
推论 : 如果 格 林 函 数 G6(7,t) , 0 < a < 1 是 空间 R, 的 密度 分 布 函数 ; 等 价 地 ， 下 述 
的 旋转 变换 也 是 该 空间 的 密度 分 布 函数 : 


2m" nl 
ps(r,t) = a] Sr (6-146) 
上 述 推论 可 以 证 明 如 下 : 令 r = x ， 则 得 到 空间 R, 上 的 概率 密度 : 
(x,t) = 地 oa(tz) (1 >0) (6-147) 


根据 前 面 的 定理 , /,(x,t) 是 在 空间 R, 上 的 所 有 维度 n e N， 且 0 < a < 1 的 概率 密 
度 。 对 于 n = 1 ， 得 到 一 个 很 强 的 结果 ， 这 个 结果 包含 了 扩展 区 域 的 ， 在 条 件 0 < a < 1 
下 的 概率 密度 。 
在 4 = 1/2 的 取 值 时 ， 得 到 如 下 结果 : 
Wina(x) = ws(xz) (6-148) 
这 里 ws(x) 要 求 (0 < B < 1) ,表征 半幅 空间 的 稳 态 概 率 密度 分 布 (levy 分 布 )。 其 
拉 普 拉 斯 变换 为 : 


up(w) = exp(- op) (6-149) 
上 述 表达 式 是 根据 下 述 梅林 变换 而 得 到 : 
Wag(s) = B- TE = ls) (6-150) 
所 以 ， 从 式 6-150 得 到 : 
wa(*) = (1/B)x ?Hi (x a (6-151) 
作为 结论 ， 得 到 当 n = 1 时 的 格林 函数 C; ,0 < a < 2 的 形式 : 
Gert) = air wt) (6-152) 
在 a = 1 的 极限 条 件 下 , 令 B = 1 ,根据 levy 分 布 ， 得 到 : 
wa(x) = 6(x -1) (6-153) 
相应 地 我 们 得 到 格林 函数 : 
Gr) = #8 1) (6-154) 
或 等 价 的 形式 : 
Gr) = F601 -7) = -站 (6-155) 
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式 6-155 对 应 式 6-126 的 m = 0 ,mn = 1 的 特殊 情形 。 分 布 函数 为 格林 函数 G3(7,t) 的 ， 
在 空间 尺 上 的 矩 定义 为 : 


M(k ,ka sk = ed | xz| ,Dhxs.tdy (6-156) 
式 中 三 ,所 ,…, 必 为 整数 。 显 然 ， 如 果 乒 ,已 ,…, 为 奇数 ， 则 相应 的 矩 为 零 ， 即 : 
M(k so) =0 (k= 奇数 ) (6-157) 
对 于 偶 阶 矩 ， 得 到 球 极 坐标 中 的 表达 式 : 
M(2m ,2m ,…,2ms) = Mo(2mi ,2ma ,2m, ) GS(n + 2m,t) (6-158) 
Mahisee sk) = | eteretrdn(e) (6-159) 
m= D3 (6-160) 
上 式 中 格林 函数 关于 空间 坐标 的 梅林 变换 为 : 
Ge(s,t) = [rar (6-161) 
根据 格林 函数 的 级 数 表示 式 6-126， 得 到 格林 函数 的 梅林 谱 函 数 为 : 
A 2 te da Ls/2)T((s ~- n)/2) 
Gs) = a m2 FaG= DZ) (6-162) 


对 于 式 6-149 的 球 坐标 下 的 矩 ， 可 以 简化 为 : 
Tr +172) 


Sa EC 
Mo(2m ,…,2m,) = 2 FRI) (6-163) 
利用 式 6-162 和 式 6-163 ， 最 后 得 到 式 6-158 的 形式 : 
Se = #2 TU +m) ,om 
M(2m,,**%,2m,) = m2 Hr +1/2) ri mn) (6-164) 


最 终 ， 得 到 特殊 的 二 阶 矩 ， 即 方 均 位 移 : 


JGGlzlolzpPax = (6-165) 


2n 
T(1 +a) 
6.3.4 半空 间 中 的 分 数 扩散 


前 面 所 讨论 的 是 全 空间 D(D = R") 中 的 分 数 波动 和 扩散 。 对 于 半空 间 D(D = R"' x 
R,) ， 具 有 边界 D' ， 其 定义 为 DP” = R"' x 101 。 在 此 空间 中 的 分 数 扩散 方程 为 : 


ur) = fx) + FO" Au Dd (6-166) 
本 方程 相应 的 边界 条 件 描述 为 : 
Au(zo 6) p(x) =ulzri (>0) (6-167) 


.109. 


式 中 的 " 为 给 定 的 值 ， 相 应 的 矢量 的 意义 为 : 


X= (0 ED = (Kx, 0) € D' 


Sx = (ts, -x,) ED,D=R"'xR, (6-168) 
由 于 方程 式 6-166 是 线性 的 ， 因 此 对 第 一 、 第 二 型 离散 问题 相应 地 表示 为 : 
(1) f#0, v=0 
(2) f=0, v#0 (6-169) 
是 充分 的 。 这 些 特定 问题 可 根据 边界 条 件 中 的 参数 入 、 进一步 划分 为 : 
(1) A=1, py=0 
(2) A=0, p=1 
(3) A#0, y=1 (6-170) 


定义 指标 对 i、j,i 取 值 为 i=1，2; j 取 值 为 j=1, 2， 3。 其 中 , i 对 应 式 6-169 中 的 
参数 ，j 对 应 式 6-170 中 的 参数 。 在 空间 RR" 中 的 分 数 扩散 方程 的 格林 函数 G3 表示 为 C" ， 
其 形式 如 式 6-138。 

分 离 的 第 一 型 问题 ， 应 用 格林 函数 法 ， 可 得 其 解 具有 形式 : 


uxt) = [Ory Of) dy (6-171) 
》 
式 中 的 格林 函数 为 ; 
GCT = C(x yl) - 6°( lr- Sy),t) (6-172) 
Gla(xyt) = O°()x -yt) + C(x -Sy|,t) (6-173) 
GX) = CHa(xy,t) + G(X ,t) (6-174) 
而 

Gxt) =— ef Gl Ix - (9,2) | ,Dexdz (6-175) 


作为 应 用 ， 我 们 求解 第 一 类 边界 问题 i = 1 = 了 ; 为 简单 起 见 ， 考 虑 一 维 情形 ， 即 n= 
1 的 施 瓦 蒋 空 间 D = R, 。 此 时 ， 初 始 条 件 写 为 : 


flx) =1 (xeR,) (6-176) 
于 是 由 式 6-171、 式 6-172 及 式 6-176 得 到 本 问题 的 解 : 
uxt) = {G(s yl) -G(x + yo) 1dy (6-177) 


或 将 积分 段 分 解 为 : 
ux) = [G(x -yiDdy+ [Gy -zdy -人 cryrDdr (6-178) 
将 上 式 中 的 积分 参量 进行 变换 ， 即 用 z 代替 x*+y、x ~-y、y -x， 得 到 简化 的 表达 式 : 
u(x,t) =2[ 0°(z,0) (6-179) 


重申 式 6-152 的 一 维 空间 的 格林 函数 ， 使 用 变量 代 换 y = lz >" 得 到 : 
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(xD = [wea dy = Wa we") (6-180) 
式 中 , W"(&) 为 余 集 的 概率 密度 函数 : 
W(é) = [eWay (6-181) 
特别 地 ， 考 虑 a = 1 的 情形 ， 得 到 余 集 的 密度 函数 分 布 为 误差 函数 : 
u(x,t) = Wia(tz 2) = ef(x/(20)) 
erf(z) = 二 [ed (6-182) 


通过 变量 代 换 z = :x 和 Fox 函数 的 梅林 变换 ， 使 用 僚 (*) = 名 (s +1)/s ， 可 以 得 到 
该 误差 函数 的 Fox 函数 的 表示 : 


(De) 


os ale | ) (6-183) 
利用 伽 马 函 数 的 性 质 : 
TFTGL+s) = m2T(( + 5)/2)T( (2 + 5)/2) (6-184) 
并 将 其 带 人 梅林 变换 的 计算 之 中 ， 我们 可 以 将 密度 函数 的 Fox 函数 重新 写 为 : 
ppp La Dm 3 
0) (be),) (045) 


至 此 ， 我 们 得 到 了 第 一 类 边界 问题 的 解 。 
第 二 类 边界 问题 可 以 通过 关于 空间 的 传 里 叶 变 换 和 关于 时 间 的 拉 普 拉 斯 变换 求解 。 分 
数 扩散 方程 的 解 6-166 的 傅 里 时 一 拉 普 拉 斯 变换 谱 为 : 


让 (kxo) = aree [urs De (6-186) 
局 


将 上 述 方程 带 入 式 6-166， 考 虑 / = 0 ， 在 各 向 同性 的 条 件 下 ， 式 6-166 变形 为 : 


(kr) 


3 (oz + 有) E(k,x, ,0) (6-187) 
方程 式 6-187 具有 一 般 解 : 
(kz,0) = ACksw)e Tm + B(k,w)e Tm (6-188) 


只 有 满足 8 = 0 时， 对 于 任意 的 x。> 0 , #(k,x,,w) 为 拉 普 拉 斯 变换 。 系 数 4 由 边界 
条 件 所 确定 : 


(A+j Vw + ke)A(k,w) = v(k,w) (6-189) 
式 中 5 是 由 式 6-186 所 确定 。 回 到 时 空 范畴 ， 得 到 : 
zz,D = ay GCT ys) st tov ,TdT (6-190) 


式 中 的 格林 函数 可 用 传 里 叶 一 拉 普 拉 斯 变换 谱 表示 : 
“lll* 


(kz ao) = (A tu Vo thR)-!e- (i (6-191) 
对 于 a = 1 ,任意 的 x， 从 上 式 得 到 : 


G(x, ,@w) = 全 (oso +h) (6-192) 
因此 
Gxt) = (4mt) 02exp[ - (x")°/(41) Jgs(x,,t) (6-193) 
式 中 g,(x,,!) 由 拉 普 拉 斯 变换 表征 为 : 
可 (zio) = (A th VO) er™ (6-194) 


我 们 注意 到 ,对 j = 1 ，2, G3 是 非 负 的 。 对 于 n = 1 ,任意 的 a， 傅 里 叶 一 拉 普 拉 斯 
谱 式 6-191 简化 为 : 


人 (co) = (Atpo) ew (x=n) (6-195) 
由 此 而 得 出 : 
GF (x1t) = x wea (#1) (6-196) 
Ga(x,t) = [G9 dy (6-197) 
作为 应 用 ， 考 虑 i = 2 ,j = 1 ， 特 别 选择 : 
v(t) =1 (>0) (6-198) 
由 一 般 解 式 6-190 和 式 6-196 ， 得 到 : 
u(x,t) = W(tx™) (6-199) 
并 且 
Wa) = [oodr (6-200) 


概率 分 布 和 空间 R. 上 的 概率 密度 w 相关 联 。 利 用 W(w) = 记 (w)/w ， 得 到 分 布 的 
Fox 函数 表示 : 


(Lam2) 


ut) = Hs (6201) 
使 用 伽 马 函 数 的 性 质 式 6-184， 可 将 上 式 写 为 : 
ud) = mma (hel ) (6-202) 
2 {0.1) .01/2,1/2) .0.2) 


至 此 ， 便 得 到 了 分 数 微分 方程 在 一 定 边界 条 件 下 的 解 。 
6.4 分 数 主 方程 所 描述 的 反常 扩散 


从 主 方程 出 发 ， 可 以 得 到 反常 扩散 的 描述 。 在 此 用 r e 有 表示 布朗 粒子 在 d 维 欧 几 里 

得 空间 中 的 位 置 矢量。 在 :时刻 ， 满 足 初始 条 件 + = 0 , : = 0 的 布朗 粒子 的 空间 概率 密度 

为 P(r,t) 。 相 应 的 分 数 输 运 速率 为 w(r) ， 表 征 在 单位 [1/4]" 间隔 内 位 移 量 为 r 概率 。 

根据 各 态 历 经 假说 ， 在 各 向 同性 的 空间 中 ， 输 运 满足 ，》 f(r) = 0 , f(r) 为 无 规 行走 的 结 

构 函数 。 布 朗 粒 子 的 密度 函数 可 用 分 数 的 黎 曼 一 刘 维 尔 ( Riemann-Liouville) 积分 表示 
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(分 数 主 方程 ) : 


P(r,t) = 5o+ ppt Re -Twr -rp ) dr (6-203) 
式 中 , 6。= P(r,0) ， 表 示 初 始 条 件 ,0 < a < 2 。 
重新 考察 连续 时 间 随 机 行走 的 积分 方程 : 
Pr,D = sob(D + [yl -0) EAr -7) PCr, ) dr (6-204) 


式 中 ,yw(+) 是 布朗 粒子 随 等 待 时 间 的 密度 分 布 。 类 似 于 第 五 章 的 讨论 ， 对 等 待 时 间 函 数 和 
空间 输 运 函数 分 别 进行 拉 普 拉 斯 一 传 里 叶 变 换 ， 得 到 相应 的 谱 函 数 。 根 据 第 五 章 的 讨论 
知 ， 空 间 密 度 分 布 的 传 里 叶 一 拉 普 拉 斯 谱 密 度 与 等 待 时 间 谱 和 结构 函数 之 间 的 关系 由 
Montroll-Weiss 方程 表示 : 
to) = 一 上 -4e) -= 一生 wo) (6-205) 
ao[1 -of (KR)] 1-Y(w)f(w) 


式 中 , $(w) 为 等 待 的 布朗 粒子 的 密度 分 布 b(t) = 1 - [var 的 拉 普 拉 斯 谱 函数 。 


类 似 地 ， 对 分 数 积分 方程 式 6-203 实施 关于 空间 变量 的 传 里 叶 变 换 和 关于 时 间 的 拉 普 拉 
斯 变换 ， 考 虑 到 人 徊 马 函数 的 性 质 ， 可 以 得 到 分 数 主 方程 的 傅 里 叶 一 拉 普 拉 斯 谱 的 解 的 形式 : 


BEB (6-206) 
wr (kh) 


式 中 , w (k) 是 空间 输 运 函 数 的 傅 里 叶 谱 - 空 间 结构 函数 。 将 式 6-205 代入 到 式 6-206 消去 
密度 谱 ， 便 得 到 如 下 关系 : 


ldo) fA-1 -。 (6-207) 
wy(w) w(k) 

式 中 ,* 为 常数 ， 这 是 因为 方程 左右 两 边 的 变量 不 相同 ( 量 纲 不 同 ) ， 左 边 是 频率 ， 而 右 
边 为 波 和 撩 。 因 此 要 使 方程 成 立 ， 等 式 必须 为 常数 。 

从 方程 式 6-207 可 以 看 出 ， 由 核 函 数 羡 ( 上 ) 和 分 数 阶 a 表征 的 分 数 主 方程 式 6-203 对 
应 了 时 、 空 分 离 的 ， 由 等 待 时 间 分 布 (t) 、 空 间 输 运 函数 /(k) 所 表征 的 连续 时 间 随 机 行 
走 过 程 。 这 种 对 应 关系 可 以 表示 为 : 

1 
1 + co” 


Vw) = (6-208) 
或 者 : 
fk)=1+cw(k) (6-209) 
由 此 ， 说 明了 等 待 时 间 分 布 为 单 值 函 数 ， 该 函数 通过 比例 常数 c 与 结构 函数 相 联系 。 
对 式 6-208 实施 逆 拉 普 拉 斯 变换 ， 则 待 时 间 的 PDFV(t) 在 时 间 范畴 表现 出 来 。 根 据 梅 
林 变 换 的 定义 : 


7) = [xpd = 而 woD1C9 (6210) 


SI 


将 实时 的 (1) 进行 梅林 变换 ， 得 到 梅林 谱 : 


$s) = Kiyo 
ep | 1 TCMa) - (s/a)T(l - (1/a) + (s/a)) a 
= wr (元) HT (6211) 
实际 上 ， 对 式 6-208 实施 梅林 变换 ， 因 为 : 
i _ 
Eh 二 = TCD)rG -5) (6-212) 
大 az) = Tah ! = tas/6) (6.213) 
而 且 : 
AATIONE UATIONE AGLITION -s) (6-214) 


最 后 得 到 式 6-211 的 表达 式 ， 运 算 中 ,限制 a,b > 0 。 运 用 Fox 函数 的 定义 ， 可 以 把 
时 间 等 待 函数 写 为 ; 


全 
Yt) = 水 (tayc) = 二 去 ) (6-215) 
C {1-1/a,1/a),(0,.1) 
借助 于 Fox 函数 的 一 般 关系 ， ty 
yD) = yoae) = 二 ii( 翅 ) (6-216) 
C (De 


利用 Fox 函数 的 级 数 表 达 式 ， 
Hr ‘mH -a -hs) 


A a - fd (6217) 
Ve 了 ra -6b -Bs) re +4,s) 2 
ee 
yt) = 全 Fl(- 引 (6218) 
在 小 时 间 范 围 内 ( :一 0 )， 
CD ee (6-219) 


由 于 0 < a < 1 ， 则 等 待 时 间 密度 函数 在 a = 1 时 出 现 了 奇异 性 ， 这 与 正常 扩散 规律 
有 差异 。 而 在 0 < a < 1 , 1 一 % 时 ,级 数 的 等 待 时 间 密 度 函 数 具 有 长 尾 特征 ， 相 应 欠 扩 
散 。 


6.5 分数 动力 学 方程 的 解 及 其 应 用 


分 数 动力 学 方程 首先 由 G. M. Zaslavsky 于 1992 年 ， 在 研究 低 维 混沌 系统 的 哈密 顿时 
提出 。 在 随机 海洋 中 的 分 数 维 岛屿 ， 使 得 相 空间 出 现 了 非 均匀 性 ; 而且 给 人 以 在 此 孤岛 的 
邻 域 上 的 特别 的 、 刚 性 行为 的 映 象 。 这 种 在 岛屿 的 边界 层 的 刚性 行为 ， 体 现在 此 区 域 中 的 
时 、 空 的 分 数 维 性 质 。 布 朗 粒 子 在 分 数 维 时 、 空 的 运动 特征 ， 由 分 数 维 的 微分 方程 描述 。 
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6 5. 分 数 导数 和 分 数 积分 的 定义 、 性 质 
为 简单 考虑 ， 从 一 维 空间 出 发 ,定义 阶 的 分 数 积分 为 : 
1 -1 
UKO = Fy [AN -dr (>0) 
为 方便 考虑 ， 定 义 函 数 K (1) : 


| 
is ~ iso, et 


则 分 数 积分 可 以 用 卷 积 的 形式 表示 : 


Ki(t) = 


L(t) = 1D) # Kt) = ft) * Fy 


式 中 , Ks (+) 成 为 分 数 积分 的 核 。 
类 似 地 ， 分 数 导数 可 以 定义 为 : 


0 =AD#nlt) (p>0) 
分 数 导 数 的 核 帮 (1) 的 定义 为 : 
BD) = Kl) 


(6-220) 


(6-221) 


(6-222) 


(6-223) 


(6-224) 


式 中 , n = [B] 表示 比 B 大 的 最 小 整数 。 上 式 中 的 n 阶 导数 与 一 般 意 义 的 导数 相同 ， mB(t) 


为 一 奇异 分 布 。 


对 于 4 关 0 ， 式 6-223 的 导数 可 考虑 为 经 典 情形 ， 存 在 着 标准 的 点 点 对 应 ; 


rm(t)= Kis(t) (天 0) 


因此 : 1 


也 即 : 万 = os 
利用 式 6-226 、 式 6-227， 分 数 导数 可 以 写 为 如 下 形式 : 
4 要 pg 
pf) =AD* TBE) 
而 分 数 积分 则 可 写 为 : 


Ea __l1 dr 
/1 = FDA i 


(6-225) 


(6-226) 


(6-227) 


(6-228) 


(6-229) 


在 B > 0 的 上 限 的 邻 域 上 ， 由 于 奇异 性 而 不 可 积 ， 因 此 式 6-229 仅 具有 符号 的 意义 。 
要 避免 上 述 的 奇异 性 的 困难 ， 积 分 形式 需要 加 以 修正 。 特 别 地 ,对 于 0 < B < 1 ,， 修 


正 后 的 分 数 阶 导数 具有 形式 : 


= 到 


Pf) _ {42 dr 
de = FE dr (ED 


另 一 种 简捷 的 修正 后 的 分 数 阶 导数 的 形式 为 : 


gf) - 
£2 = FD -A Sm 


考虑 一 个 实例 : 


(0<B<1) 


A 


fl0) = i, (0) 9800) 
式 中 , $(1) 是 处 处 连续 可 导 的 函数 ， 而 1, (+) 则 是 符号 函数 : 


1 w={ (:>0) 
0 (1<0) 


于 是 有 
dD - = $(0)8(t) +i, (D 遇 (D 


则 变形 后 的 分 数 阶 导数 式 6-230 人 全 的 各 


rs 
Si, O80] = 90) FE + FB Ear (>0) 
特别 的 ， 对 于 (7) = 1， 上 式 简化 为: 


di (0 = Fi yy 


当 B 一 1 时 ， 上 式 右边 弱 收敛 为 5 函数 : 


lim Si, ( = 86(1) 


如 果 让 式 6-235 中 的 $(1) = 上 ,1 > 0 ， 那么: 
证 Hi 38 i 可 
i. (Oo = j= Fa ah" (1 -tidr 
上 式 最 后 一 个 积分 项 为 : 


1 了 (5)FCy) 
[™ (1 -Tt) dt Wr 


(1:>0) 


因此 ， 从 式 6-237 ~ 式 6-239 得 到 : 


j= _7(5+1 
dz FI+5- -DC 


由 式 6-240 和 分 数 积分 核 式 6-221， 式 6-223 得 到 : 


dedr drde dam 
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(6-230) 


(6-231) 


(6-232) 


(6-233) 


(6-234) 


(6-235) 


(6-236) 


(6-237) 


(6-238) 


(6-239) 


(6-240) 


(6-241) 


(6-242) 


作为 使 用 实例 ， 考 虑 坐标 空间 的 三 种 分 数 导 数 。 第 一 种 为 : 


(x) = g(x)* es = eC) #7) (6-243) 
式 中 x 
CO=FCa (>0) (6-244) 
式 中 ,r; (x) 的 定义 与 式 6-224 的 形式 相同 ， 仅 仅 是 将 时 间 变 量 替换 为 空间 变量 ， 分 数 指 
标 由 B 替换 为 a， 也 就 是 说 ， 当 x < 0 时 , r; (x) = 0 。 类 似 地 ， 可 以 引入 : 


Te) = eo) Fe re) (6245) 
式 中 ,ri (x) 定义 为 : 
A = 二 (x <0) (6-246) 
而 当 x > 0 时 ,rr(z) = 0。 
定义 函数 的 标 积 : 
[ge(o) .DO] = [ge) dr (6247) 
根据 分 数 导数 的 定义 ， 有 以 下 公式 
[ee 入 19]= [Ko ye()] (6:248) 
式 6-248 与 分 部 积分 等 价 。 
在 相 空间 中 ， 考 虑 函数 g(x) 的 传 里 叶 变换 : 
ED = Fle(oD1 = 全 eeedz (6.249) 
则 健 里 叶 变换 的 分 数 导数 为 : 
a (6-250) 
时 
工 - zr ls)! = (ik)"g(k) (6-251) 
我 们 引入 对 称 的 分 数 导数 : 
让 Fle()! = |klg(k) (6-252) 
et 
dd d” d” 
dx pr dh | (a#1) (6-253) 


对 于 坐标 空间 的 分 数 导 数 ， 我 们 感 兴趣 的 是 0 < a < 2 的 情形 。 通 常 ， 对 称 的 导数 在 
不 同 的 指标 范围 0 < a < 1 ,1 < a < 2 内 的 表达 是 不 同 的 。 对 于 第 一 个 区 间 0 < a < 1 ， 
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我 们 有 : 


d” 本 1 flx -7) -2f(x) +f(x +7) 四 
ax) = 7270- a)eos( rar2) x| yy dy (6254) 


特别 情形 ， 当 a = 1 时 ， 具有: 
d 1) LAsy) 2x) +f(x +7) 
a = 2 dy (6-255) 


而 对 于 第 二 个 区 间 1 < a < 2 ， 可 用 同样 的 方法 进行 计算 。 
关于 对 称 的 分 数 导数 的 部 分 积分 ， 其 公式 为 ; 
[ew «ae ns))]= [Ko 让 ee] (6-256) 
在 此 ， 我 们 不 加 证 明 地 说 明 ， 对 于 任意 的 a > 0 和 概率 密度 函数 (x) ， 下 列 的 恒 等 
式 是 成 立 的 : 
二 
[LAD dz 


实际 上 ， 对 于 最 后 一 个 恒等式 ， 考 虑 傅 里 叶 变换 的 分 数 导数 ， 而 有 


ou = 三 让 Ad =0 (6257) 


[a FAD eo = fh 0 (>0) 
(6-258) 
上 式 中 的 最 后 一 个 恒 等 号 ， 是 因为 了 (和) 是 密度 函数 7(z) 的 特征 函数 ， 故 而 在 上 = 0 
时 ， (0) = 1 ， 而 表达 式 的 前 一 因 于 为 零 ， 所 以 等 式 恒 为 堆 。 
6.5.2 分 数 动力 学 方程 


从 简单 的 一 维 空间 出 发 ， 设 在 空间 * 处 ， 在 时 刻 :发现 布朗 粒子 的 概率 密度 为 P(x,t) 。 
对 于 经 典范 畴 的 布朗 粒子 , P(x, !) 在 全 空间 应 该 是 归 一 化 的 : 


[Pde =1 (6-259) 
一 般 意义 下 的 分 数 动力 学 方程 可 以 写 为 : 
P(t) = Ls)P(st) + f(zt) (6260) 


式 中 ,f(x,t) 为 源 函数 ， 算 符 ZL(x) 定义 为 : 
9" 


Hy) = A LDV Dp 2 
Ze) = A +D™" r+D ET (6-261) 
式 中 ,4,D'”,D 中 ,a* ,a 均 为 常数 。 上 标的 正 、 负 号 表示 沿 * 轴 的 两 个 方向 。 
考虑 :> 0 ， 以 及 : 
0<B=<!1 (6-262) 


在 各 向 同性 的 空间 中 ， 沿 * 轴 随 机 行走 的 布朗 粒子 产生 的 位 移 量 * 可 正 、 可 负 ， 因 此 
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* 变量 没有 确定 的 符号 ， 故 而 必须 引入 正 、 负 两 种 方向 的 对 应 阶 的 导数 。 在 算 符 表 达 式 
6-261 中 ， 右 边 第 一 项 对 应 通常 ( 非 分 数 的 ) 的 流 。 后 面 两 项 对 应 反对 称 的 ， 沿 * 轴 的 正 、 
负 方 向 的 随机 行走 的 形成 的 分 数 流 ， 对 应 前 面 所 讨论 的 左 、 右 两 半空 间 的 分 数 导 数 。 

在 这 里 ， 为 使 问题 的 说 明 更 加 清楚 、 简 洁 起 见 ， 特 将 表达 式 6-261 中 的 系数 弱化 


为 : 
A=0,D"”=D =D,a=a=a (6-263) 
这 种 情况 表征 了 对 称 的 分 数 动力 学 。 定 义 对 称 的 分 数 的 扩散 系数 为 : 
D=- 2D"eos( 9) (6-264) 


此 时 对 称 的 分 数 导数 为 式 6-2533 ， 即 
3 = ( 艺 2 (6-265) 


lz ™ 2eos( ma/2) arr * a(— x) 
于 是 对 称 情形 的 算 符 L(x) 可 重新 写 为 : 
可 十 (6-266) 
不 失 一 般 性 ， 对 称 的 扩散 系数 可 以 取 正 。 
的 人 公干 
P(x, 1) = 入 EP ,t) + f(x,t) (6-267) 
密度 函数 P(x,t) 具有 非 负 性 。 由 式 6-258 知 : 
[P(r =0 (6-268) 
-= dl|x| 


上 式 中 ， 既 要 满足 密度 函数 P(x,t) 的 非 负 性 ， 又 要 满足 等 式 成 立 ， 则 指数 指标 a 必须 有 
以 下 关系 : 
0<a<2 (6-269) 


对 于 特殊 情形 ,B = 1 ,a = 2 ， aalz" 一 下， 而 源 函 数 /(x,t) 具有 形式 : 


fxst) = 5(z)5(D) (6-270) 
相应 的 分 数 动力 学 方程 退化 为 : 
ae 0) = 也 和 D ,a(x)8(1) (6-271) 


正 是 满足 零 初始 条 件 P(x,t = 0) = 5(x) 的 正常 扩散 方程 的 形式 。 实 际 上 方程 式 6- 
270， 式 6-271 可 以 认为 是 : > 0 时 的 格林 函数 ， 由 此 格林 函数 可 以 求解 柯 西 问题 。 对 于 
关 1 的 情形 ， 引 入 源 函数 : 

fx,t) = f(t)8(x) (6-272) 
式 中 ， 函 数 妃 1) 的 形式 由 归 一 化 条 件 和 分 数 导 数 的 性 质 确定 。 此 源 函 数 条 件 下 的 分 数 动 
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力学 方程 变换 为 : 


p(x, t) = ——zP(x,t) + f(t)6(x) (6-273) 


or 让 下 
仅 考虑 + > 0 的 过 程 ， 对 式 6-273 进行 全 空间 x e (- % ,% ) 的 积分 : 


“ds 
[| P(e de = 太 [a EPC) +/(1)8(x) ]dx (6-274) 


人、 微分 号 可 以 交换 ， 并 且 概率 密度 函数 归 一 化 ， 应 用 式 6-236， 


则 方程 左边 为 一 OLD > 0 。 而 方程 右边 积分 号 中 的 第 一 项 ， 根 据 式 6-268 知 其 积分 结 


果 为 零 ， 而 5 函数 的 性 质 告诉 我 们 ， | 6(x)dx = 1 ， 于 是 最 后 得 到 源 函 数 的 形式 为 : 
f(t) = 二 3] (>0) (6-275) 
将 表达 式 6-275 代入 分 数 动力 学 方程 式 6-273 ， 得 到 点 源 ( 零 初始 条 件 ) 的 分 数 动力 

学 方程 : 
Ed 


a 
此 即 点 源 的 柯 西 问题 。 
6.5.3 ”特殊 情况 的 分 数 动力 学 方程 导致 的 布朗 粒子 的 运动 特征 
在 分 数 动力 学 方程 式 6-276 中 ,考虑 极限 情况 B 一 1 ， 则 由 伯 马 函数 的 性 质 知 : 


P(x,t) = 让 RP) + 让 -B73(*) (+>0) (6-276) 


lim 二 过 lim 艺 广 etldt = 5() (6-277) 
Loy be 

则 点 源 的 柯 西 问题 将 转换 为 初 值 问题 : 
号 P(x,D) = 冯 EP ,1), P(x,0) = 6(x) (6-278) 


方程 式 6-278 的 解 对 应 levy 过 程 : 


P(x,t) = 二 ( 读 ) (6-279) 


实际 上 ， 考 虑 levy 过 程 的 特征 函数 : 
W,(k) = exp(- | (6-280) 
作 变 量 代 换 & = x/4“ ， 则 有 : 
W.(é) = dk (6-281) 
而 对 式 6-278 实施 拉 普 拉 斯 一 傅 里 叶 变换 ， 则 得 到 关于 特征 函数 WW, 的 代数 方程 ， 实 
施 逆 拉 普 拉 斯 一 傅 里 叶 变 换 ， 则 得 式 6-281 的 表达 式 。 最 后 选择 levy 过 程 的 特征 函数 即 得 
式 6-279 的 结果 。 
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特征 函数 到 .(k) 在 a < 2 的 条 件 下 ， 在 k = 0 的 邻 域内 具有 奇异 性 。 在 条 件 0 < a < 
2 下 ， 叭 一 的 有 界 的 有 限 矩 是 : 


(la(D1) = 太 lzppeD (dr < om,-1<6<a) (6-282) 


当 5 > a 时 ， 式 6-282 的 积分 发 散 。 这 是 因为 满足 方程 式 6-278 的 密度 函数 P(x,t) 具 
有 短 律 长 尾 分 布 。 作 为 一 个 应 用 事例 ， 可 以 描述 柯 西 分 布 : 


P(z,D) = Ls (6-283) 
TE + 
柯 西 分 布 满足 方程 式 6-278。 在 a = 1 时， 对 于 x 一 % ,因为 1/x 的 存在 而 使 得 柯 西 密 
度 分 布 函 数 趋 于 零 。 
对 于 任意 的 0 < a < 1 ， 有 密度 分 布 函数 的 渐进 行为 : 
P(x,t) ~ Tr(a+ Dsin( 加) Thr [| (6-284) 


密度 函数 P(x,t) 在 x* = 0 的 领域 内 的 行为 被 很 好 地 描述 为 而 ,() 的 泰勒 展 式 : 
特别 地 


W.(# =0) = Hr (e+!) (6-285) 


可 以 证 明 ， 对 于 任意 的 a > 2 密度 卫 数 W,(&) 是 非 正 的 。 实 际 上 ， 如 果 WW,() 是 
非 负 、 连 续 的 概率 密度 ， 则 对 整个 空间 应 该 有 : 
人) = EWE)E >0 (6-286) 
而 另 一 方面 ， 根 据 连 续 时 间 随 机 行走 的 相 空间 的 讨论 ， 有 ; 
3 
人) =- 训 
但 是 在 a < 2 的 情形 ， 在 式 6-282 的 条 件 下 ， 二 阶 导数 并 不 存在 。 而 在 a > 2 的 情形 ， 
我 们 从 特征 函数 的 形式 如 式 6-280 得 到 : 


i 
人) =— lo = alkl (a -1 -alkl)exp( = ||') |,., =0 


Wk) | to 


(6-287) 
比较 式 6-286 和 式 6-287， 可 知 在 a > 2 的 条 件 下 ， 函 数 W,(&) 不 满足 非 负 的 充 要 条 
件 ， 因 此 应 该 是 非 正 的 。 
考虑 另外 一 种 条 件 : 
0<B<1 (a=2) (6-288) 
这 组 条 件 下 的 分 数 动力 学 方程 将 对 应 分 数 的 布朗 运动 。 从 上 面 的 讨论 可 以 看 出 ， 对 于 
分 数 过 程 ， 运 动 特征 可 以 用 levy 指标 来 区 分 ， 其 中 的 主要 分 界 点 是 w = 2 和 a < 2 。 在 
分 界 点 ， 所 不 同 之 处 在 于 , a < 2 时 的 密度 函数 P(x,t) 在 x 趋 于 无 穷 时 ， 具 有 宕 规律 的 长 
尾 ;， 而 在 a = 2 时 却 具有 限定 在 x 的 局 域 所 有 正 的 、 有 限 的 各 阶 矩 。 在 a = 2 时 ， 对 方程 
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式 6-276 有 : 
G(xh) = 86-D(lzl2)》 (>D (6-289) 
实际 上 ， 对 该 方程 左 乘 |x|* 并 对 全 空间 求 平均 ， 注 意 到 分 数 导数 的 定义 即 可 以 得 到 
上 式 。 特 别 地 ， 当 8 = 2 时， 有: 


2 
x) = FB TY (6-290) 


类 似 的 ， 可 以 得 到 各 阶 矩 (x*》。 
6.5.4 分数 动力 学 方程 的 解 


在 连续 时 间 随 机 行走 描述 中 已 经 得 到 传 里 叶 一 拉 普 拉 斯 谱 函数 为 户 (t,w) 。 考 虑 特 

征 函数 的 伟 里 时 谱 为 P(k,t) : 
Bk) = ae POs) do (6-291) 
在 长 波 (k 一 0 ) 近似 下 ， 解 析 的 结构 函数 可 以 用 寒 级 数 展开 为 w(t) ~ 1 - |k|* 


(0 < a < 2) 。 用 Montroll-Weiss 方程 和 分 数 动力 学 方程 式 6-276， 可 以 得 到 傅 里 叶 相 空间 
的 分 数 动力 学 方程 : 


Pk, 0) + |kI"P(k,t) = FU -By a (1 >0) (6-292) 
上 式 的 解 可 以 写 为 级 数 的 形式 : 
P(k,t) = 到 HD ll)" (6-293) 
实际 上 将 关于 时 间 的 分 数 导数 算 符 六 作用 到 式 6-293 ， 利 用 分 数 导数 的 性 质 ， 
Pp =- TY+1) re (6-294) 


a 7 T(y+1-p) 


直接 得 到 式 6-292 的 结果 。 
对 式 6-293 实施 逆 傅 里 叶 变换 ， 得 到 实时 、 空 的 密度 函数 P(x,t) : 


P(x,t) = 六 CD2ruma+ 1) :ees[ 到 me+ 0] (6-295) 


站 = |y| “PCn8+1) 
y= 名 ,p= (6-296) 


在 级 数 表达 式 6-296 中 ， 如 果 a > B ， 则 级 数 将 发 散 ; 此 时 可 以 采用 发 散 级 数 的 特殊 
求 和 方法 加 以 处 理 。 考 虑 较为 特殊 的 情形 a = B ， 方 程式 6-296 变形 为 : 


1 1 sin( m8/2) 
Wy ye yl + 2eost 873) Se 
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更 进一步 简化 ， 当 B = 1 时 ， 式 6-297 退化 为 柯 西 分 布 。 


级 数 解 式 6-295 具有 渐进 行为 : 
1_# PCL+a)。i 
PD) ~ Fr + (到 (8298) 


此 渐进 解 的 前 提 条 件 是 : 
lx|> = tw (6-299) 
从 渐进 行为 式 6-298， 在 条 件 0 < 5 < a < 2 下 ， 可 以 计算 分 数 阶 矩 (|x|*》。 而 当 w 
= 2 时 ， 这 个 限制 解除 ， 所 有 的 各 阶 矩 是 有 限 的 且 非 负 。 


6. 5.5 ”分 数 动力 学 方程 的 解 的 标量 性 质 


虽然 分 数 动力 学 方程 式 6-292 的 解 式 6-295 在 变量 x 、t 的 标 度 变换 下 ， 可 以 看 出 满足 
一 些 统计 不 变性 质 。 然 而 运用 式 6-295 的 级 数 形式 却 可 以 揭示 概率 密度 函数 的 许多 其 他 性 
质 ， 例 如 归 一 化 和 非 负 性 。 运 用 密度 函数 P(x, 1!) 的 积分 形式 ， 能 较 好 地 建立 重 整 化 性 
质 。 根 据 连 续 时 间 随 机 行走 理论 ， 考 虑 长 波 近似 上 一 0 和 长 时 间 近似 :一 % 条 件 ， 对 应 的 
等 待 时 间 拉 普 拉 斯 谱 函 数 和 空间 伟 里 叶 结 构 谱 函数 : 

a -1+w (wu—»0,0<p<1) 
1-wk) ~ lg (0<a<2) 
根据 Montroll-Weiss 方程 ， 得 到 密度 函数 P(x, t) 在 傅 里 叶 一 拉 普 拉 斯 相 空间 的 谱 : 


op- 
w+ | 


六 (ko) = (6.300) 
上 式 可 以 重新 标 度 构造 为: 

BOksw) = op" exp[ sof rt] = [ Oss0) Wkss)ds (6:301) 
上 式 中 引入 了 新 的 标 度 函 数 定义 为 ; 


Oo) = oflews, Wk,s) = et (6-302) 
可 以 将 式 6-301 看 做 是 分 数 动力 学 方程 的 分 离 变量 的 形式 ， 式 中 的 变量 * 是 非 实时 
的 。 标 度 函数 的 逆 拉 普 拉 斯 、 傅 里 叶 变换 为 ; 


Qs) = Qs0) do 
W(x,s) = 二 厂 eo(- its -ss|k|®) (6-303) 


考虑 传 里 叶 、 拉 普 拉 斯 变换 分 别 对 应 空间 、 时 间 ， 最 后 得 到 分 数 动力 学 方程 的 解 
(概率 密度 函数 ) 的 分 离 变 量 的 形式 : 


P(z,D = [ Wx,s)Q(s,0) ds (6-304) 
方程 式 6-301 和 式 6-304 的 明显 的 特征 是 函数 W(x,s) 、Q(s,t) 可 以 理解 为 在 新 的 标 
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度 空间 中 的 密度 函数 。 实 际 上 将 表达 式 6-303 与 密度 函数 和 特征 函数 式 6-279 ~ 式 6-281 进 
行 比较 ， 即 得 到 分 离 变 量 的 函数 的 形式 : 


W(x,s) = 人 (6-305) 


变量 变换 + = s 后 ， 上 式 显 然 与 0 < a < 2 情形 的 levy 过 程 的 密度 函数 相 一 致 。 对 于 
Q(s,t) ， 只 要 证 明了 在 指标 0 < B < 1 条 件 下 , 8(s,t) 是 非 负 而 且 是 归 一 化 的 ， 则 8(s,t) 
将 是 随机 变量 的 密度 函数 。 

设 如 (7) 是 半空 间 (ye(r) = 0,zr < 0) 上 的 可 以 无 限 分 割 的 密度 函数 ， 对 其 实施 拉 普 
拉 斯 变换 ， 


yalo) = [etDdr=e (0<p<1) (6-306) 
对 应 的 分 布 函数 是 : 
F(t) = [war ar (6-307) 
根据 拉 普 拉 斯 变换 的 积分 性 质 ， 式 6-307 的 拉 普 拉 斯 变换 是 : 
Falw) = Le (6-308) 


从 式 6-306 和 式 6-308 可 以 得 到 分 布 函数 F(t/s"”) 的 拉 普 拉 斯 变换 谱 : 


saws'2) = Le (6-309) 


再 根据 式 6-302， 可 以 把 @ 的 谱 函数 重新 写 为 : 


Qs,0) = 二 Ee = (spo) (6-310) 
因此 ， 对 上 式 实施 逆 拉 普 拉 斯 变换 得 到 : 
Q(s,t) =- 训 (而)= 壤 stave( 志 ) (6311) 
从 式 6-306 和 式 6-311 导致 了 Q(s,t) > 0 ,+ > 0 ， 而 且 ; 
[oocou = [wnar=1 (6.312) 
为 方便 考虑 ， 重 新 引入 新 的 函数 : 
1 
os) = abe( 才 ) (6-313) 


于 是 式 6-311 可 以 写 为 自 相似 的 形式 : 
1 Qs {3 6-314 
Q(Gsb) ez Bs (总 ) ( 31 ) 


函数 Qs(z) 具有 稳定 、 半 空间 、 归 一 化 和 非 负 性 。 
在 给 出 了 @(s,t) 、W(x,s) 的 具体 形式 后 ， 最 后 得 到 简洁 的 概率 密度 函数 形式 : 
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Px) = 下 [oo( 习 记 史 ( 忘 ju (6315) 


我 们 定义 重 整 化 变换 ; 
ROASA) :er = Aszip = At (6-316) 
将 该 变换 作用 于 式 6-315 


好 
Rp(x,t) = (到 二 ) = 和 fo 人 2 2 二 (a): (6-317) 
作 变 量 代 换 * = Afs ， 则 式 6-317 变 为 : 


Re = A ah Ora) tm Wm 


= bad Ea) (p=B/a) (6.318) 
满足 于 方程 式 6-318 的 变换 不 动 点 的 条 件 是 : 
AL = A (6-319) 
或 者 : 
lnA， 
= I = pa (6-320) 


以 上 结果 可 以 简洁 地 叙述 为 : 重 整 化 变换 尺 (A,,A,) 的 标量 常数 如 果 满足 条 件 式 6- 
320， 则 分 数 动力 学 方程 的 解 的 重 整 化 有 下 述 关系 : 


RP(x,t) = P( 芝 ,于 ) = A,P(x',t') (6-321) 
上 式 中 的 乘 数 因 子 和 ，= 入 起 到 了 重 整 化 后 的 归 一 化 因子 的 作用 。 


作为 结论 ， 根 据 重 整 化 性 质 式 6-321， 可 以 把 分 数 动力 学 方程 的 解 写作 最 终 的 自 相 似 
的 形式 : 


P(x,t) = Pogs(x/t) (6-322) 


Pay) = f 0202) 喜 册 (去) 由 (6-323) 


也 就 是 说 通过 自 相似 函数 式 6-322 所 表现 出 来 的 分 数 动力 学 方程 的 解 的 形式 仅仅 有 一 
个 变量 和 两 个 参量 B、a。 从 上 面 的 讨论 可 以 清楚 地 看 出 ， 在 参量 限制 0 < a < 2,0 < B < 
1 下 , Ps(y) 是 非 负 且 归 一 化 的 ; 因此 分 数 动力 学 方程 式 6-292 的 解 具有 密度 函数 的 一 切 
性 质 。 对 于 分 数 动力 学 方程 ， 只 有 几 个 特定 的 参数 B、a， 方 程 才 有 严格 的 解 ， 其 他 情况 
目前 均 只 能 给 出 近似 解 。 


6.6 分 数 福 克 一 普 朗 克 方 程 


分 数 动力 学 方程 用 于 描述 诸如 在 黏 弹性 介质 中 、 和 蛋白 质 动 力学 、 混 沌 系统 中 表现 出 的 
反常 扩散 过 程 。Schneider-Wyss 首先 将 分 数 扩散 方程 引入 以 描述 欠 扩 散 过 程 〈lavy 指标 限 
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制 在 0<a<1) ， 尔 后 ， 应 用 分 数 动力 学 方程 进一步 描述 了 连续 时 间 随 机 行走 模型 中 的 各 
种 类 型 的 反常 扩散 的 渐进 行为 。 然 而 ， 在 非 线 性 外 场 作 用 下 的 近 热力 学 平衡 复杂 系统 中 ， 
需要 以 分 数 的 福 克 一 普 朗 克 方程 对 反常 的 扩散 行为 进行 描述 。 可 以 从 广义 的 连续 时 间 随 机 
行走 出 发 ， 导 出 分 数 的 福 克 一 普 朗 克 方程 。 


6.6.1 关于 时 间 的 分 数 福 克 一 普 朗 克 方 程 的 引入 


设 W(1) 为 布朗 粒子 在 时 间 : 内 保持 静止 不 动 的 密度 函数 , y(1) 为 等 待 时 间 的 分 布 ， 
则 在 等 待 时 间 分 布 函数 和 静止 密度 函数 之 间 存在 关系 : 
全 wpdr = wt) (6-324) 
对 上 式 关于 时 间 变 量 实施 拉 普 拉 斯 变换 ， 根 据 拉 普 拉 斯 变换 的 积分 公式 ， 得 到 密度 函 
数 的 拉 普 拉 斯 谱 ; 
Ww) = Le) (6-325) 


由 于 不 同 布朗 粒子 的 等 待 时 间 是 彼此 独立 的 、 具 有 同 分 布 的 随机 变量 ， 因 此 根据 第 五 
章 的 讨论 ， 可 以 直接 得 到 在 拉 普 拉 斯 相 空 间 的 随机 行走 的 布朗 粒子 在 (0,!) 时 间 内 产生 第 
i 次 的 概率 为 : 


O(w) = 1 (6-326) 


设 在 时 刻 +、 空 间 位 置 x 发现 布朗 粒子 的 概率 密度 为 P(x,t) ， 再 设 p,(x) 表示 布朗 粒 
子 再 经 过 第 i 步 跳 跃 后 处 于 位 置 * 的 概率 ， 则 有 : 


P(x,t) = XXAO) (6-327) 
将 式 6-326 代入 式 6-327， 得 到 : 
Pozio) = (0) Spo) (6-328) 


假设 布朗 粒子 每 步 的 随机 跳 长 为 -， 向 左 跳跃 的 概率 为 L(r) ， 向 右 跳跃 的 概率 为 
R(r) ， 在 热平衡 条 件 下 ， 同 一 时 刻 同 一 位 置 的 布朗 粒子 在 各 向 同性 的 空间 中 执行 向 左 和 
向 右 跳 跃 的 概率 相同 ， 各 等 于 1/2。 在 有 外 场 的 热平衡 系统 中 ， 根 据 细致 平衡 原理 ， 左 跳 
有 跃 和 右 跳 牙 的 概率 之 间 满 足 : 


ROD) -Lr) = $Y (6-329) 


相对 宏观 量 而 言 ， 布 朗 粒 子 的 跳 长 是 小 量 ， 因 此 可 以 把 在 跳 路 过程 中 的 密度 分 布 关 
于 r 在 =* 的 领域 展开 为 泰勒 级 数 : 


R(r)p(x -r) = R(r)pi(x) + [R(T)p() 1( -7) + [RNP ] se 


(6-330) 
考虑 式 6-329， 并 计算 涉及 左 、 右 跳跃 的 共同 贡献 ， 忽 略 掉 三 阶 以 上 的 小 量 ， 对 应 马 
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尔 可 夫 过 程 得 到 : 


Ps = PC + 5 [B.C*) -Ons)] (6331) 
于 是 式 6-328 可 以 重新 写 为 : 
Peio) = Pe)p, (x) + 1 Pe) Tp,(s)Y(o) (6.332) 


将 式 6331 代入 式 6.332， 引 入 自由 边界 条 件 P(x) = 5(z) ， 得 到 : 
Px) = LDs() + 信人 CD + 


2 2 硬 
2 Ep. On NO A (6.333) 
密度 函数 的 拉 普 拉 斯 谱 表达 式 6-328 具有 可 分 离 变量 ， 
0) Sp (0) (0) = Px,w) do) (6-334) 
因此 从 式 6-332 得 到 : 
Px,0) = -=a(x) + G(x) {P(x,0) + 
i CN F 
ro) -P(r,o) 人 +] (6-335) 
引入 具有 长 尾 特征 的 等 待 时 间 密度 函数 levy 分 布 ) : 
oA, 
WT) - FT (6336) 


此 处 , a < 1 。 在 拉 普 拉 斯 相 空间 的 等 待 时 间 密 度 函 数 的 谱 函 数 在 w 一 0 时 ， 具 有 近 
似 行为 : 
Bw) = 1 -Aw +o(Aw) + (6-337) 
在 a < 1 时 ， 等 待 时 间 的 一 阶 矩 发 散 。 将 上 式 代入 式 6-335， 得 到 : 


BD he + haw) + sa) + [1 Aw® + c,(Aw")?...] x 


人 Pro + EP,0) -3 [Peso) HR + ])} (0338) 


考虑 布朗 粒子 的 跳 长 (r 一 0) ， 这 充分 意味 着 仅 当 平均 等 待 时 间 和 平均 跳 长 近似 趋 于 
零 。 对 于 平均 等 待 时 间 发 散 的 情形 ， 扩 散 近 似 的 标准 极限 被 破坏 。 如 果 假定 a 一 0， 
4。 一 0, 则 比值 : 


yo 
式 中 , K。 为 广义 扩散 系数 ， 量 网 为 [me ]/[sec]*。 当 a = 1,K, =a/(2(7)), (Tt) = 
4,, 后 者 为 平均 等 待 时 间 ， 对 应 正常 扩散 行为 。 


=Kk. 


(6-339) 
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用 4z ow" 乘 以 方程 式 6-338 两 边 ， 并 考虑 式 6-339 的 极限 条 件 ， 得 到 ; 


P(x,w) -8(x)/w = Kw "LipP (x,w) (6-340) 
式 中 ， 福 克 一 普 朗 克 算 符 定义 为 : 
A A - 
了 rm = Bx kT (6-341) 
从 连 乘 的 柯 西 积分 出 发 定义 柯 西 积分 符号 : 
DO = [asf dea ft) dn 
= mA (6-342) 


根据 伽 马 函数 的 级 数 表示 ， 可 以 用 伽 马 函数 代替 上 式 中 的 乘 数 因子 ， 即 得 分 数 的 黎 曼 
- 刘 维 尔 〈Riemann-Liouville) 积分 算 符 的 定义 : 


Ee 
DA = Fr (0<a<y) (6343) 

也 可 以 定义 分 数 阶 的 导数 : 
DAD = EDAD) no (6-344) 


将 方程 式 6-325 写 为 积分 形式 ， 并 注意 到 黎 曼 一 刘 维 尔 算 符 的 形式 ， 得 到 : 
P(x,t) -6(x -~ xo) = KoDr' LpP(x,t) (6-345) 


式 中 , 6(x - 各) 为 初始 条 件 ， 选 定 自由 边界 条 件 。 把 分 数 积分 Di" 算 符 代 换 一 阶 积分 算 
符 ,Di" ， 得到: 


P(x,t) -5(z - xo) = Ks oDr°L spP, (x,t) (6-346) 
式 中 , K。 为 广义 的 扩散 系数 。 对 式 6-345 实施 普通 的 关于 时 间 的 一 阶 导数 ， 定 义 导数 ; 
CAO re dr {$347) 
得 到 : 
ae - Ks oD? LP(x,t) (6-348) 
方程 式 6-348 中 的 P(x,t) 是 归 一 化 而 且 是 非 负 的 。 在 F(x) = 0 的 情况 下 ， 上 述 方程 
退化 为 分 数 的 扩散 方程 。 
对 式 6-348 关于 时 间 实 施 拉 普 拉 斯 变换 ， 注 意 到 积分 变换 的 性 质 得 到 
wP(x,w) - 5(z -x0) = Kw' LipP(x,w) (6-349) 


应 该 注意 到 福 克 一 普 朗 克 方程 的 性 质 : (1) 如 果 外 场 于 时 间 是 分 离 的 ， 或 者 说 是 稳 
定 的 ， 则 方程 的 稳定 解 是 高 斯 分 布 ; (2) 考虑 线性 响应 ， 则 将 满足 广义 的 爱 因 斯 坦 关系 ; 
(3) 在 极限 条 件 a 一 1 下 ， 退 化 到 斯 莫 洛 可 夫 斯 基 一 福 克 一 普 朗 克 方 程 。 


"128 


根据 分 数 阶 导数 式 6-344 的 定义 ,在 n = 1 时 ， 代 换 式 6-348 中 的 时 间 的 一 阶 导数 得 
到 分 数 的 福 克 一 普 朗 克 方程 : 
oD7°P(x,t) = KL epP(x,t) (6-350) 
上 式 中 的 levy 指数 ,根据 上 面 讨论 的 限制 条 件 ， 可知 0 < a < 1 。 对 于 式 6-350 所 定义 的 
分 数 福 克 一 普 朗 克 方 程 并 非 普 适 ， 因 为 其 解 具 有 非 负 和 非 归 一 化 特征 。 关 于 空间 的 分 数 福 
克 一 普 朗 克 方 程 ， 将 在 以 后 的 章节 中 讨论 。 


6.6.2 关于 时 间 的 分 数 福 克 一 普 朗 克 方程 的 求解 
引入 中 间 项 密度 函数 ， 


P(t) = [ ns)P (es)ds (6-351) 
式 中 ，P,(x,s) 满足 福 克 一 普 朗 克 方 程 ; 
2 = LinPi(x,s) (6-352) 


上 式 的 P(x,s) 是 通常 的 福 克 一 普 朗 克 方 程 的 在 初始 条 件 P(x,s = 0) = 8(x -xo) 和 
自由 边界 条 件 下 的 解 ， 此 中 已 经 将 广义 扩散 系数 进行 了 限制 : K。= 1 。 定 义 函 数 : 


mn(s,t) = 二 4 (6-353) 


VE 
s 
定义 式 中 心 是 半空 间 的 levy 稳定 概率 密度 分 布 函数 , 1。 在 渐进 条 件 w 一 0 下 的 拉 普 拉 
斯 变换 是 : 
1.(w) = exp(— w") (6-354) 
在 自由 场 中 , F(x) = 0 ， 这 种 情况 已 经 在 6.5 节 讨论 过 。 
对 式 6-351 关于 时 间 4 实 施 拉 普 拉 斯 变换 ， 在 P(x,s) 的 归 一 化 前 提 下 ， 相 空间 的 密度 
函数 的 归 一 化 条 件 表示 为 : 


[iiss0) ds = Wo (6.355) 
由 此 方程 可 知 n(s,t) 在 s 空间 中 具有 归 一 化 形式 : 
[soDd =1 (6-356) 


将 式 6-351 代入 式 6-340， 得 到 下 述 关系 : 
of ss) P(xs) ds -8(x = x0) = om[ hls) LPi(xs)ds (6357) 
对 上 式 右 端 分 部 积分 并 利用 式 6341， 得 到 : 
of io)P(csd -8(x -aa) 
= [i ,w)Pi(x,s =m) -io)P(zs=0)]- 
of [0] Gs, (6-358) 
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根据 方程 式 6-355 ， 方 程式 6-358 中 的 P(x,s = wm ) ,ma(o ,w) 是 标准 福 克 一 普 朗 克 方程 的 稳 
定 解 ， 即 玻 耳 效 曼 分 布 。 由 于 已 (x,s = 0) = 5(x - x。) ， 可 以 把 式 6-358 改写 为 : 


[ {iCss0) + or [aCs,0)])Pi (ss) ds = [1-orioo)1a(z -ma) 


(6-359) 

如 果 方 程 两 边 相 等 为 零 ， 则 方程 有 解 。 实 际 上 此 时 只 要 满足 以 下 两 个 条 件 : 
A(0,0) = ac (6-360) 
ils,0) = -wi(s,w) (6-361) 


于 是 出 现 了 方程 式 6-361 满足 初始 条 件 式 6-360 的 解 是 : 
n(s,w) = or'exp(- ors) (6-362) 
对 上 式 实 施 逆 拉 普 拉 斯 变换 ， 则 得 到 式 6-353 的 形式 。 这 显然 说 明了 分 数 福 克 一 普 朗 


克 方程 的 解 具 有 levy 分 布 的 形式 。 
根据 概率 理论 ， 可 以 把 密度 分 布 函数 用 本 征 值 形式 加 以 表示 : 


Pi(x,5) = eH Bg, (x) (xo)e (6-363) 
式 中 , y,(x) = es ?9,(x) 是 福 克 一 普 朗 克 算 符 Lo 的 本 征 函数 , ,(x) 等 价 于 标量 势 


V(%*)/T,A, 为 相应 的 本 征 值 。 将 式 6-363 代入 密度 函数 式 6-351 的 拉 普 拉 斯 谱 ， 并 应 用 式 
6-362， 可 以 得 到 密度 函数 的 拉 普 拉 斯 谱 表达 式 : 


P(x,0) = [ weer a 5 yx)y, (x0) eds (6-364) 
变换 积分 的 阶 并 求 和 ， 使 用 下 列 恒 等 式 : 
ed = (6-365) 
本 


对 式 6-364 实施 逆 拉 普 拉 斯 变换 ， 用 分 离 变量 法 最 终 得 到 : 
P(x,t) = er PHY ST yx) (xzo)E( -Aste) (6-366) 


式 中 , E.( - A,t*) 是 Mittag-Leffler 函数 ， 该 函数 定义 为 ; 


E(x) = (6-367) 


a 
名 T(na+1) 
应 该 注意 到 n(s,t) 、P(*,s) 均 是 归 一 化 的 非 负 的 概率 密度 函数 ， 因 此 式 6-351 所 定 


义 的 函数 也 应 该 是 归 一 化 的 非 负 的 概率 密度 函数 。 至 此 ， 导 出 了 分 数 的 福 克 一 普 朗 克 方 
程 ， 并 指出 了 该 方程 的 一 般 解 的 形式 是 概率 密度 函数 ， 可 以 由 式 6-351 构造 。 


6.6.3 分 数 福 克 一 普 朗 克 方程 的 应 用 


我 们 可 以 把 分 数 的 福 克 一 普 朗 克 方程 直接 推广 到 d > 1 维 的 情形 ， 用 r+ 表示 d 维 矢量 ， 
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r 表示 d 维 标量 : 


ED = Di VP(r,t) (6-368) 

在 自由 场 中 ， 对 布朗 粒子 的 作用 外 力 为 零 ， 此 时 分 数 福 克 一 普 朗 克 方程 的 解 中 的 正常 

扩散 项 所 对 应 的 Pi (r,s) 是 通常 的 高 斯 分 布 ， 于 是 分 数 福 克 一 普 朗 克 方 程 在 自由 场 中 的 解 
的 形式 为 : 


P(r,t) = 人 GD claep(-£)s (6-369) 
对 式 6-369 关于 时 间 实 施 拉 普 拉 斯 变换 ， 得 到 密度 函数 的 拉 普 拉 斯 谱 : 

本 写 

Pro) = (aa) Kao ) (6-370) 


式 中 ,， Kuz. rw”) 表示 第 二 类 贝 塞 耳 函数 。 关 于 w 对 式 6-370 实施 梅林 变换 : 
看 Pro)1 = 人 oro)dw (6-371) 
用 Fox 函数 的 定义 ， 得 到 空间 、 时 间 的 解 : 


Pr) = a mtr (2 er b> ) (6-372) 


(d2,1/8) (1,1/a) 
对 d = 1 ， 上 式 可 以 表示 为 稳定 密度 分 布 ， 在 条 件 = PMA 沁 1 下 的 渐进 行为 可 以 表 
示 为 : 
P(r,t) ~ Mr 0 exp( AE 0 ) (6-373) 
这 里 应 用 了 符号 : 


Ke = Te22-42-o (2 _ a) -ate 
A = (2 - a)awG-a2-202-) 


基于 Fox 函数 的 级 数 表示 ， 在 1 > 上 和 d =3 条 件 下 的 密度 函数 P(r,t) 的 行为 是 : 
1 二 -1)" 
PO) = re 2 nt A 
从 上 式 ， 我 们 看 到 ， 对 于 d=3, a z 1 ,r 一 0 ， 上 式 所 描述 的 密度 函数 的 渐进 形式 为 
P(r,t) ~ 1Ar ， 因 此 发 散 。 

虽然 根据 Fox 函数 得 到 的 分 数 福 克 一 普 朗 克 方程 的 解 向 前 迈进 了 一 步 ， 有 了 形式 解 ; 但 
是 人 们 不 能 够 给 出 一 般 的 解析 表示 ， 得 不 到 精确 的 数值 。 因 此 用 数值 方法 求解 福 克 一 普 朗 克 
方程 成 为 一 个 有 效 的 途径 ; 也 即 解 的 积分 表达 式 6-369 成 为 目前 最 为 有 用 的 表达 式 。 图 6-1 
表征 了 rP(r,t) 与 "的 关系 。 图 中 的 实 线 表示 了 渐进 行为 : Pr,D) 在 原点 7=0, a = 1/2 ， 

4d = 3 条 件 下 ， 不 同时 间 的 行为 。 虚 线 表示 rP(r,t) 与 + 的 关系 ， 实 线 则 表示 斯 进 线 。 
rP(r,t) ~ C(t) -rC,(t) (6-375) 


(6-374) 
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1=02 


3.2x107| 
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CP Se 
式 中 C(t) = 472 CD = 村 FU 


渐进 条 件 是 = 全 < 1 。 图 6.2 展示 解 的 密度 函 


数 P(r,t) 的 标量 行为 ， 表 征 了 在 不 同 的 时 间 选 择 
时 P(r,t) 关于 专 的 关系 ， 时 1/2, d= 


3。 此 图 表征 了 关系 "P(r,t:) ~ & = 所 。 点 画 线 


表示 :=200 的 情况 ， 点 线 表示 + =0.02 的 情况 ; 
短 夯 线 表示 :=2 的 情况 ; 由 于 解 的 精确 标 度 ， 不 
能 从 图 中 区 分 这 三 种 曲线 。 图 中 实 线 等 价 于 标 度 
变量 远大 于 1 和 远 小 于 1 的 情形 。 

对 于 恒 力 作用 下 的 布朗 粒子 的 运动 ( 维 纳 过 
程 ) ， 为 简单 起 见 ， 仅 考虑 一 维 情形 。 在 此 情形 ， 
布朗 粒子 的 平均 位 移 比 线性 更 为 缓慢 地 增长 ， 平 
均 位 移 与 时 间 的 增长 关系 为 : 

《zx(D》= [ze(c,Ddz = 
式 中 , K。 是 广义 扩散 系数 ,F 是 外 场 产生 的 恒 力 。 


PPtn 人 


FRt™ 
TT(l +a) 


和 间 加持 沦 的 下 党 的 相交 = 井 加 训 可 中 关于 维 纳 过 程 曾 得 到 下 述 关系 : 


Pi(x,t) = Te- (x— -PD -2D] 
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(6-376) 


(6-377) 


在 此 ， 选 定 K = 1 。 对 于 分 数 情形 ， 使 用 式 6-351 的 变换 ， 即 可 得 到 分 数 的 密度 函数 。 在 
拉 普 拉 斯 相 空间 ， 根 据 前 面 的 讨论 ， 可 以 得 到 密度 函数 的 拉 普 拉 斯 谱 : 
P(x,w) = 人 -vl |x < } (6-378) 
TVIL+4(ons 
上 式 中 引入 了 新 的 常数 P = FL(PK。) 。 对 于 (wT)" 过 1 ， 对 应 P(r,t) 的 长 时 行 
为 ， 我 们 可 以 得 到 : 


了 rexp[ - 到 ra] (x > 0) 


P(x,w) ~ (6-379) 


Fo rop[ -Flal+ro)] (x<0) 


根据 上 式 ， 有 渐进 关系 | P(x,w) ~ wr-' ;从 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 则 有 及 P(x,t) 


~ 1/t"。 因 此 有 特征 : 
P(x,t) = 0|.o 


于 是 ， 对 式 6-379 实施 逆 拉 普 拉 斯 变换 ， 定 义 系数 4 = Sr 密度 函数 P(r,t) 的 渐进 
行为 则 表示 为 : 


Di ) 0 
a | re ee 
0 co 
对 式 6-380 积分 ， 得 到 分 布 函数 : 
lim 太 PCx,oDdr =1 -L (mm) (6-381) 


式 6-381 是 非 均匀 空间 (偏向) 的 CTRW 在 :一 wm 时 的 极限 。 或 者 说 ,线性 外 场 中 的 
分 数 福 克 一 普 朗 克 方 程 的 解 收敛 于 偏向 空间 的 CTRW 在 :一 % 时 的 极限 。 
利用 伽 马 函 数 的 性 质 ， 得 到 长 时 近似 下 在 原点 的 密度 分 布 ; 


Po ~ Fi (6-382) 


特别 的 ， 当 = 0 时 ， 由 式 6-381 得 到 P(0,t) ~ ie? ; 因此 均匀 场 中 原点 附近 的 训 减 
要 上 比 非 均匀 场 中 的 衰减 快 。 
根据 式 6-353， 我 们 可 以 得 到 a =1/2 时 的 PDF: 


P(t) = 08 or (an) rep [i 7 EFAD: ar (6-383) 
其 


上 式 可 以 数值 计算 。 在 长 时 近似 下 ， ae 
pe ， 
让 ] (6-384) 


P(x,t) ~ | - 
Tr 


根据 以 上 的 积分 表达 式 和 渐进 行为 ， 得 到 密度 函数 PDF 的 数值 计算 结果 ， 由 图 6-3 表 
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示 ， 在 线性 外 力 场 中 的 分 数 扩散 过 程 的 PDF。 此 图 分 布 对 应 四 个 时 间 值 。 点 线 表示 长 时 近 
似 下 的 渐进 解 ， 所 有 时 刻 的 最 大 值 均 处 于 空间 坐标 原点 * =0。 计 算 时 ， 为 简便 计 ， 选 取 
忆 = 了 = K。= 1,a = 1/2 ， 是 一 个 无 量 纲 标 度 的 典型 的 从 扩散 过 程 。 
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图 6-3 


6.6.4 布朗 粒子 的 首 通 时 间 


考虑 在 外 线性 场 ( F(x) = F > 0 ) 中 做 一 维 运动 的 布朗 粒子 。 假 设 布朗 粒子 在 初始 
时 刻 + = 0 处 于 原点 ( x。= 0 )， 吸 收 边界 点 是 x* = a > 0 ， 即 处 于 * = a 处 的 布朗 粒子 将 
即刻 被 无 限 低 势能 所 吸收 ， 从 而 在 该 处 的 概率 密度 为 0 ( P(a,t) = 0 ) 。 具 有 这 种 特殊 边 
界 条 件 的 分 数 福 克 一 普 朗 克 方 程 的 解 可 以 用 通常 的 福 克 一 普 朗 克 方程 的 解 的 常规 方法 获 
得 。 在 此 ， 采 用 拉 普 拉 斯 相 空 间 的 虚 方法 求解 。 关 于 自由 边界 条 件 的 分 数 福 克 一 普 朗 克 方 
程 在 拉 普 拉 斯 相 空间 的 解 的 形式 是 〈 高 斯 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 ) : 


txo) = — FE exp| fl VL + Ao rw) Jz] (6-385) 
TVI+4(wT)" 27 
对 应 式 6-351， 得 到 分 数 福 克 一 普 朗 克 方程 的 吸收 边界 条 件 的 解 的 形式 : 
P(x,w) = Ex,w) -eTEx-2a0) (-w <x<a) (6-386) 


在 时 间 间 隔 (0,:) 内 没有 到 达 边界 的 布朗 粒子 的 概率 (残留 概率 ) 5(1) 在 拉 普 拉 斯 相 
空间 中 的 谱 函 数 为 : 


$= [P(x,0)dx (6-387) 
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将 式 6-387 代 人 式 6-385 ， 得 到 残留 概率 密度 的 拉 普 拉 斯 谱 : 
S(w) = 上 -exp[ZGL= VL +4 ™)a 3 + re]} (6-388) 


用 4 表示 布朗 粒子 第 一 次 到 达 边界 的 首 通 时 间 ， 人 
度 函数 为 : 


nw) = -2 (6-389) 
该 表达 式 在 拉 普 拉 斯 相 空 间 的 形式 (实施 拉 普 拉 斯 变换 ) : 
To) =-os(o) +1 (6-390) 
将 式 6-388 代 人 上 式 ， 得 到 : 
1(w) = ep 人 [2 = +4 Ta +) (6-391) 


因为 式 6-390 得 到 ?9(w = 0) = 1 ， 所 以 首 通 时 间 的 概率 密度 函数 是 归 一 化 的 。 而 对 
于 = 0 时 的 概率 密度 函数 则 是 半空 间 的 首 通 时 间 的 levy 稳定 概率 密度 函数 : 


2 
Ho) = op[- 多 人 (6-392) 
对 于 很 大 的 情形 ， 导 臻 了 ow 趋 于 0， 此 时 的 首 通 时 间 概率 密度 函数 具有 渐进 行为 ; 
一 6-393 
ns) ~ 270 - 1 ( ) 


对 于 外 力 为 有 限 值 ， 由 式 6-391 进行 指数 展开 后 进行 逆 拉 普 拉 斯 变换 ， 得 到 低频 (w 
趋 于 零 对 应 大 的 首 通 时 间 5) 的 a<1 时 渐进 行为 : 
2 
了 (人 ~ FT-aJFRC 
这 与 第 3 章 所 讨论 的 a=1, > 0 时 的 首 通 时 间 的 概率 密度 有 很 大 的 不 同 ， 后 者 是 按 
指数 规律 衰减 的 ， 而 此 处 则 是 按 寡 律 衰减 。 


6.7 在 外 力 场 中 的 levy 飞行 
6.7.1 levy 飞行 现象 


levy 飞行 是 指 在 分 布 满 足 levy 分 布 -遵从 广义 中 心 极限 定理 的 噪声 驱动 下 的 布朗 粒子 
的 运动 。levy 分 布 具 有 长 尾 特征 ， 其 衰减 遵从 寡 律 ， 而 非 一 般 的 高 斯 分 布 的 指数 衰减 。 由 
于 长 尾 分 布 的 特征 ， 使 得 lavy 飞行 的 空间 位 移 的 二 阶 矩 〈 即 方 均 位 移 ) 发 散 ， 其 对 应 的 
布朗 粒子 的 运动 轨迹 用 计算 机 如 图 6-4 所 示 ， 布 朗 粒 子 做 levy 飞行 时 的 运动 轨迹 ， 模 拟 时 
采用 了 lavy 指数 为 a=1/2。 从 模拟 轨道 可 以 看 出 ， 在 levy 噪声 驱动 下 的 布朗 粒子 出 现 了 
长 程 的 迁移 现象 。 

为 叙述 简单 起 见 ， 仅 考虑 一 维 情形 。 设 F(x) 是 外 场 中 的 作用 力 。 布 朗 粒 子 所 受到 的 
环境 热 浴 中 的 驱动 噪声 &(1) 满足 levy 分 布 , E(t) 在 傅 里 叶 相 空间 的 谱 为 : 


(6-394) 
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图 6-4 
5(D = Jp(é)exp( ~ it#) dé = exp(- DIE (6-395) 


由 广义 中 心 极限 定理 ， 限 制 了 levy 指数 满足 (0 < a < 2) 。 采 用 传 里 叶 相 空间 的 里 效 
(Riesz) 的 分 数 导 数 算 符 : 


二 
严 [oe “dk (6-396) 


特别 是 当 a =1 时 该 算 符 对 应 通常 意义 下 的 梯度 算 符 ; a =2 时 则 对 应 拉 普 拉 斯 算 符 。 
定义 式 中 的 d 表示 多 维 空间 中 的 维 数 ， 在 此 处 应 该 取 为 1; 上 表示 伟 里 叶 变换 的 空间 波 矢 ， 
矢量 表示 多 维 空间 。 里 效 算 符 的 基本 性 质 可 以 看 作 Ver = r** 。 定 义 了 里 效 算 符 后 ， 可 
以 将 分 数 的 福 克 一 普 朗 克 方程 写 为 : 


P(x,t) =-2 (FLED) + Dp wps,t) (6-397) 
ym 


ot 


上 式 中 的 D 表示 广义 的 扩散 系数 ， 采 用 里 兹 算 符 后 ， 说 明 扩 散 之 源 在 于 lavy 噪声 ， 
而 群体 的 迁移 来 自 于 外 场 和 黏 洁 (从 涨 落 耗 散 理论 知道 ， 黏 潜 也 是 来 自 于 环境 热 浴 的 耗 
散 作 用 ) 。 


6.7.2 自由 场 中 的 levy 飞行 
在 自由 场 中 ,分 数 的 福 克 一 普 朗 克 方程 式 6-397 简化 为 : 
2 - =D WP(x,t) (6.398) 
a 注意 到 传 里 叶 变换 的 微分 性 质 ， 得 到 ; 


F {P(e} = 0 = 六 IDV“P(z,D1 =-DIkePCkD (6399) 


则 式 6-399 在 初始 条 件 *(0) = 0 , P(x,0) = 8(x) 或 了 (k,0) = 1 下 有 解 : 


P(k,t) = eltr (6-400) 
这 正 是 我 们 前 面 讲 到 的 levy 分 布 的 特征 函数 。 对 上 式 实施 逆 傅 里 叶 变 换 ， 得 到 用 Fox 
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函数 表示 的 实时 空间 的 密度 函数 : 


P(x,t) = a (6-401) 


| ] 
式 6-401 的 结论 实际 上 是 源 于 在 levy 分 布 条 件 下 的 稳定 性 定律 。 根 据 前 面 讲 到 的 Fox 
函数 的 级 数 表达 式 ， 我 们 直接 得 到 密度 函数 的 渐进 行为 : 


P(x,t) ~ 2 (6-402) 


Fl 

此 渐进 行为 成 立 的 前 提 条 件 是 zj"/( Dt) > 1 。 由 此 渐进 行为 所 计算 出 来 的 布朗 粒子 

位 移 方 均值 将 是 发 散 的 , (x (1) 》= % 。 从 物理 意义 上 来 说 ， 产 生发 散 的 原因 是 布朗 粒子 

出 现 了 长 跳 ， 如 图 6-4 所 示 。 而 从 数学 的 角度 来 看 ， 则 是 由 于 levy 分 布 的 特征 函数 式 6- 
400 在 原点 发 散 : 


OD.) 


(DD) =- BD) mo (6-403) 


采用 步 长 限制 〈 即 布朗 粒子 的 每 次 跳 长 有 限 ， 截 断 分 布 的 长 尾 ) ， 这 样 可 以 避 开 发 散 
因素 ， 从 而 得 到 方 均 位 移 (MSD) 的 近似 表达 式 : 


GD Pd) de -em (6-404) 


由 此 表达 式 可 以 进行 数字 模拟 。 模 拟 的 方 均 位 移 与 时 间 的 关系 如 图 6-5 所 示 ， 在 分 布 
截断 后 的 布朗 粒子 的 位 移 方 均一 时 间 关 系 的 计算 机 模拟 。 图 中 ， 时 间 坐 标 和 MSD 坐标 均 
采用 了 自然 对 数 变换 后 的 值 。 模 拟 中 lavy 指标 具有 确定 值 = 1， 拟 合 曲线 的 斜率 为 1. 990 
+0. 028。 由 于 采用 了 log-log 坐标 ， 使 得 蹇 变化 曲线 转换 为 直线 ， 


log(MSD) = log( (x°(1))) ~ log(t") = Tlog() (6-405) 


2 
46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 
时 间 ( 无 量 纲 标 度 ) 


图 6-5 


应 该 强调 ， 截 断后 的 概率 密度 分 布 所 得 到 的 有 界 的 方 均 位 移 是 一 个 近似 结果 。 当 
a >1 时 ， 位 移 绝对 值 的 方 均值 收敛 是 正比 于 截断 的 位 移 方 均值 : 
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(lx()D’ = (fxlP(z,0) de)? ~ 《20D) (6-406) 


图 66 显示 了 当 a =1.5 时 的 截断 的 位 移 方 均 与 位 移 绝对 值 方 均 的 模拟 情况 ,平行 的 
两 条 拟 合 直线 说 明 这 两 者 之 间 具 有 正比 关系 , 《x*(+) ),、《 |x1)” 与 时 间 的 对 应 关系 的 计算 
机 模拟 结果 ， 在 对 数 一 对 数 坐标 中 的 描述 。 模 拟 的 levy 指数 a=1.5， 拟 合 曲线 的 斜率 为 
1. 363 +0. 013 和 1.364 +0.035， 与 理论 值 4/3 有 较 好 的 吻合 。 低 位 的 拟 合 线 对 应 截断 的 
位 移 方 均 ， 高 位 的 拟 合 线 绝对 值 位 移 方 均 。 

图 6-7 给 出 了 在 给 定时 间 值 时 ， 以 levy 指标 为 函数 变量 的 截断 位 移 方 均 与 a 的 对 应 关 
系 。 根 据 关系 式 6-404 的 levy 指标 a 与 给 定时 间 的 截断 方 均 位 移 的 计算 机 模拟 关系 曲线 。 
从 曲线 可 以 看 出 ， 在 levy 指标 a=2 处 ， 曲 线 出 现 了 转折 。a > 2 以 后 ， 曲 线 转换 为 直线 。 
转折 点 对 应 正常 扩散 。 


入 
本 生生 
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0 On 10 17 14 16 18 20 23324 


he 
46 47 48 49 50 51 57 53 54 55 
时 间 ( 无 最 纲 标 度 ) Levy 指标 (a) 


图 66 图 6-7 


自由 场 中 的 levy 飞行 的 以 上 性 质 ， 也 可 以 应 用 特征 函数 的 方法 得 到 。 用 同样 的 思想 
和 方法 ， 也 可 以 讨论 关于 速度 的 密度 分 布 P(v,t) 。 由 此 分 布 ， 将 得 到 关于 速度 的 二 阶 矩 
发 散 : 
(V)—% (6-407) 
这 对 于 有 限 质量 的 布朗 粒子 来 说 ， 显 然 是 不 合理 的 。 因 此 自由 场 中 的 分 数 福 克 一 普 朗 
克 方 程 的 构建 需要 修改 。 


6.7.3 恒 力 场 中 的 evy 飞行 
对 于 外 场 为 恒 力 的 情形 , F(x) = Fe ， 相 应 的 分 数 福 克 一 普 朗 克 方程 可 写 为 : 


2 全 (PPE ) 4 Dp vps,t) (6-408) 
ot Ox\ ym 


对 上 式 关于 空间 变量 实施 全 里 叶 变 换 ， 注 意 传 里 叶 变换 的 微分 性 质 ， 得 到 傅 里 叶 相 空 
间 的 分 数 福 克 一 普 朗 克 方 程 : 


P(t) = (~ Dlal)P(t) (6-409) 
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对 于 给 定 的 初始 条 件 P(E,0) = 1 ， 上 式 所 导致 的 传播 子 解 为: 
a . - 
Pk,t) = op( -法 字 + DI ]) (6-410) 


这 与 自由 场 中 的 传播 子 具 有 相同 的 特征 ， 均 为 levy 分 布 ， 其 解析 形式 仍然 可 用 Fox 函 
数 描述 ， 具 有 式 6-401 的 形式 ， 只 是 由 于 外 场 的 作用 产生 了 坐标 的 平移 。 实 施 逆 传 里 叶 变 
换 ， 然 后 进行 伽利略 坐标 变换 ， 传 播 子 行为 为 : 


P(x,t) = P(x - fe (6-411) 
we 


上 式 中 PP 表示 自由 场 中 的 levy 飞行 的 密度 函数 。 伽 利 略 变换 导致 坐标 平移 x 一 x - 
Fot/(ym) ， 此 变换 表征 了 外 场 的 力 平衡 了 环境 热 浴 所 产生 的 黏 汪 。 人 恒 力 场 中 的 levy 飞行 
与 恒 速 度 场 中 的 levy 飞行 相 类 似 。 在 速度 场 中 ， 布 朗 粒 子 的 跳 长 将 受到 牵连 速度 的 影响 。 
在 静止 坐标 系 中 的 跳 长 ， 由 伽利略 变换 可 知 为 x = x' - vt ， 则 两 种 坐标 系 中 的 等 待 时 间 的 
密度 函数 具有 关系 : 


p(x,t) = (x — vt,t) (6-412) 
根据 傅 里 叶 变换 的 定义 和 性 质 ， 则 动静 两 种 坐标 中 的 跳 长 概率 密度 的 传 里 叶 谱 为 ， 
$ (kst) = ey (kt) (6-413) 


对 上 式 关于 时 间 实施 拉 普 拉 斯 变换 ， 注 意 到 拉 普 拉 斯 变换 的 位 移 性 质 ， 得 到 传 里 叶 一 
拉 普 拉 斯 相 空间 的 跳 长 密度 函数 谱 之 间 关 系 : 
Cy) (6-414) 
在 此 ， 相 空间 中 的 两 种 变量 wk 不 再 独立 ， 而 是 由 w - ivk 相关 联 起 来 。 对 于 有 限 的 
特征 时 间 工 和 有 限 的 二 阶 矩 r* ， 在 (k,w) 一 (0,0) 极限 下 ， 如 果 运 动 坐标 系 中 的 跳 长 分 
布 是 高 斯 的 ， 对 于 动 系 中 各 向 同性 的 等 待 时 间 谱 可 作 二 维 的 泰勒 展开 ( 见 第 5 章 连 续 时 
间 随 机 行走 ) ， 则 等 待 时 间 的 密度 谱 为 ; 


、 时 
$k0) = THUG ik) 


如 果 等 待 时 间 是 泊 松 的 ， 则 Montroll-Weiss 方程 的 相 空 间 表 示 为 ( 见 第 5 章 连续 时 间 
随机 行走 ) : 


(w+ivk) tT — oR (6-415) 


上 
w+ivk+o TI 有 
在 初始 条 件 P(x,0) = 8(x) 下 ,对 上 式 实施 傅 里 叶 一 拉 普 拉 斯 逆 变 换 ， 则 得 到 速度 
场 中 的 微分 方程 : 


P(k,w) = (6-416) 


OP(x,t) __, oP(x,t) OP(x,t) 
TE (8 
式 中 , D = o?/T。 对 于 levy 飞行 上 式 的 二 阶 导数 转换 为 里 效 算 符 : 
oP(%,t) _ _, oP(x,t) O°P(x,t) 
nD (6-418) 
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式 6-418 显然 与 式 6-408 形式 相同 ， 因 此 其 解 具有 相同 的 形式 。 

对 于 标准 的 福 克 一 普 朗 克 方程 和 对 应 欠 扩 散 的 分 数 福 克 一 普 朗 克 方 程 (关于 时 间 的 
黎 曼 - 刘 维 尔 分 数 积分 方程 ) ， 得 到 了 广义 爱 因 斯 坦 关系 (x(t))s。 = Fo《x (1))/2ksT， 这 
个 关系 将 有 力 场 Pm 存 在 的 一 阶 矩 和 没有 力 场 存在 的 二 阶 矩 相 联系 起 来 。 对 于 有 力 场 存在 
的 lavy 飞行 式 6-408 ， 倘 若 选取 了 适当 的 振幅 噪声 〈 即 热力 学 噪声 满足 忆 = keTV(ym) ) ， 
则 仅仅 是 levy 指数 在 极限 条 件 a=2 时 ， 广 义 的 爱 因 斯 坦 关系 才 成 立 。 对 于 其 他 的 非 极限 
情形 ， 由 于 位 移 的 二 阶 以 上 算 发 散 ， 因 此 广义 的 爱 因 斯 坦 关系 失效 ， 此 类 情形 违反 了 经 典 
的 涨 落 耗 散 定 理 。 


6.7.4 谐振 子 势 中 的 levy 飞行 


在 谐振 子 势 中 做 正常 扩散 运动 的 布朗 粒子 ， 最 终 要 达到 有 限 方差 的 平衡 分 布 。 而 这 种 
平衡 分 布 恰好 是 吉 布 斯 一 玻 耳 兹 曼 分 布 ， 这 可 以 从 规范 和 能 量 守恒 约束 条 件 下 的 最 大 吉 布 
斯 商 获 得 。 这 一 性 质 同样 存在 于 谐振 子 势 中 的 欠 扩 散 输 运 。 而 对 于 谐振 子 势 中 的 javy 飞 
行 ， 这 种 性 质 将 不 再 成 立 ， 因 为 这 个 过 程 中 存在 无 限 大 的 方差 。 对 吉 布 斯 一 孩 耳 兹 曼 平衡 
的 破坏 ， 上 暗示 了 levy 飞行 并 不 描述 近 平衡 的 热力 学 系统 。 


对 于 谐振 子 势 V(x) = 了 ， 对 应 了 胡 克 力 F(x) = - Ax 。 相 应 的 分 数 福 克 一 普 朗 
克 方程 此 时 变 为 : 
P(x,t) = 其 ( 去 *P(， D)+D Vp,t) (6-419) 


对 上 式 实施 传 里 叶 变换 ， 得 到 其 在 传 里 叶 相 空间 共 瑟 的 方程 是 : 


3 


Pk, t) = Pk 1) - DIkI"P(k,t) (6-420) 


使 用 特征 值 方法 ， 通过 亲生 要， > 的 解 。 
假设 方程 式 6-419 具有 特征 函数 P,(x,:!) ,该 函数 可 分 离 变 量 P,(x,t) = 
T(t)p,(x), 且 设 7,(t) 的 本 征 值 为 A, ， 于 是 有 : 


7() = - AsT(s) (6-421) 
将 上 述 关系 代 人 方程 式 6-419， 合 并 同类 项 ， 得 到 : 
Asgu(z) + [去 0:0)]+D Ve.) =0 (6-422) 


方程 的 完备 解 是 正 交 函 数 系 的 线性 组 合 P(x,t) = 立 P(zi 。 对 于 时 间 的 行为 ， 得 
到 指数 的 衰减 模型 7,(:) = e "”， 而 对 于 空间 的 特征 函数 采用 形式 : 


Bh = chlo ttre (6.423) 
空间 特征 函数 采用 特征 为 A。= (A/ym)an ， 于 是 完备 解 在 伟 里 叶 相 空间 表示 为 : 
BOD) = etm 二 2) [ke-mom) (6-424) 


此 式 的 求 和 收敛 于 : 
国 mD |k|® ve 
Bk,t) = exp(- 21 -er]) (6-425) 


这 与 levy 分 布 的 特征 函数 具有 levy 相同 的 形式 ， 所 不 同 的 仅仅 是 分 布 宽度 由 原来 的 
广义 扩散 系数 代 换 为 具有 时 间 因 子 的 (ymD/Aa) (1 - em) 。 所 以 ， 方程式 6-421 的 在 
实 空间 的 严格 解 ， 具 有 用 Fox 函数 表示 的 式 6-401 的 形式 。 对 于 a =2， 仍 然 对 应 正常 的 
布朗 运动 。 对 于 广义 的 levy 指数 a<2， 将 产生 不 同 的 情形 。 但 是 无 论 如 何 ， 在 热力 学 第 
二 定律 的 支配 下 ， 系 统 总 要 达到 稳定 的 热平衡 ， 只 是 此 时 的 稳定 平衡 分 布 是 levy 分 布 ， 
具有 如 下 的 特征 函数 : 


b YmD|k|® 
PB,(kt) = exp( - -ee) (6-426) 
前 面 已 经 讨论 过 ， 此 分 布 具有 发 散 的 方 均 。 在 实 空 间 的 严格 的 稳定 解 可 通过 逆 傅 里 叶 
变换 ， 运 用 Fox 函数 的 定义 可 以 写 为 : 


(D0 


P,(x) = 商 强 [此 A Hw (6-427) 
此 函数 具有 渐进 行为 : 
P,(x) ~ pr (6-428) 


图 6-8 表示 了 levy 飞行 的 模拟 结果 ， 在 谐振 子 势 中 的 levy 飞行 稳定 解 P, 对 于 |x| 的 对 
数 一 对 数 柱状 图 。 图 中 横 坐标 y = In |x | 表示 布朗 粒子 飞行 的 位 置 对 数值 ， 纵 坐标 InP, 表 
示 飞 行 的 密度 分 。 

对 式 6-424 实施 逆 傅 里 叶 变换 ， 返 回 到 实 空间 ， 运 用 Fox 函数 ， 得 到 密度 函数 的 严格 
解 表 示 : 


P(x,t) = pe a me) Eh Tm e-em) x Hh | aA EF ri] 
| A Dym ww 
(6-429) 
-25| 
-30|o 数据 
--- 扫 全 
二 -3.5| 人 台 
映 -40 pe 
FE ba 
Fr: -50| S、、 
去 -55| S、、 
之 -6 ~ 
站 ~ 
三-65 > 
-70| SS 
-75| < 
0 
(无量 纲 标 度 ) 
图 68 
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与 通常 的 谐振 子 势 中 的 福 克 一 普 朗 克 方 程 的 解 进行 比较 ， 也 可 以 对 应 昂 斯 坦 一 乌 伦 贝克 过 
程 ， 可 以 看 出 这 个 解 的 形式 中 的 特征 值 ， 当 a =2 时 只 能 取 偶 数 ， 这 是 由 于 我 们 考虑 布朗 
粒子 运动 的 初始 位 置 是 坐标 原点 。 应 该 注意 到 Fox 函数 可 以 看 做 广义 的 厄 密 多 项 式 ， 以 至 
于 解 中 的 所 有 的 奇数 项 厄 密 多 项 式 均 为 0, HH,,,,(0) = 0 。 从 式 6-429 所 得 到 的 对 应 于 
A = 0 解 稳定 ,与 式 6-427 有 相似 的 稳定 性 。 也 可 以 看 到 ， 仅 仅 在 正常 的 布朗 粒子 的 扩 
散 情形 ，a =2， 系 统 回复 到 玻 耳 效 曼 分 布 : 
P(x,t) ce en (6-430) 
当然 ， 即 使 系统 是 孤立 的 ， 时 间 独 立 于 系统 ， 有 限 方差 的 玻 耳 效 曼 平衡 仍 未 达到 。 这 
可 以 理解 为 自由 levy 飞行 的 动能 平均 发 散 的 原因 。 从 广义 朗 之 万 方程 出 发 ; 


ol) =- y(t) + yn(t) (6-431) 
根据 第 2、4 章 讨论 的 爱 因 斯 坦 的 结果 ， 选 择 高 斯 白 噪 声 ， 在 a =2 的 稳定 状态 ， 有 : 
(2) = Dye(Eu) = (6-432) 


在 谐振 子 势 存 在 时 ， 通 过 比较 布朗 粒子 的 平均 能 量 : 
(Bin) = (Em) = A( 妇 ?2 (6-433) 
这 意味 着 (x*〉~ mDy/A 。 事 实 上 ， 求 解 谐振 子 势 中 的 朗 之 万 方程 ， 可 以 得 到 严格 的 
解 (**》= mDy/A ， 服 从 平衡 定理 ， 这 一 切 在 描述 近 平衡 系统 的 欠 扩散 分 数 福 克 一 普 朗 克 
方程 时 依然 有 效 。 然 而 ， 对 于 势 场 中 levy 飞行 ， 由 于 方 均 位 移 发 散 ， 则 表现 出 布朗 粒子 
的 动能 发 散 。 对 于 此 困难 ， 或 许 其 他 的 统计 理论 可 以 克服 。 新 近 发 展 的 Tsallis 的 广义 商 理 
论 可 以 对 此 做 出 一 些 适当 的 解释 。 


6.8 ”连续 时 间 随 机 行走 对 反常 扩散 的 描述 
6.8. 1 连续 时 间 随 机 行走 CTRW 模型 的 回顾 


连续 时 间 随 机 行走 模型 是 基于 给 定 的 跳 长 密度 函数 和 等 待 时 间 密度 函数 的 布朗 粒子 的 
行为 描述 。 在 给 定 的 跳 由 密度 函数 的 前 提 下 ， 跳 长 的 密度 函数 和 等 待 时 间 密 度 函 数 相应 确 
定 。 我 们 简单 回顾 一 下 ， 对 于 简单 的 一 维 空间 ， 如 果 跳 长 和 时 间 是 独立 的 ， 则 跳 长 的 PDF 
和 等 待 时 间 的 PDF 与 跳跃 的 PDF 之 间 有 分 离 变 量 的 关系 : 

p(x,t) = w(t)A(x) (6-434) 
式 中 , wy(*,1) 表示 跳 路 密度 函数 , w(t) 表示 等 待 时 间 密度 函数 , 和 (x) 表示 跳 长 密度 函数 。 
如 果 跳 长 和 等 待 时 间 是 耦合 的 ， 则 上 述 关 系 将 变化 为 条 件 概率 关系 : 


yx,t) = p(x t) w(t) 
或 
Wx,t) = p(tl x)A(x) (6-435) 


上 述 关系 的 逆 关 系 为 : 
A(x) = [veda (6-436) 
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w() = fw) de (6-437) 


定义 特征 等 待 时 间 : 
r= [ ma (6-438) 


定义 跳 长 方差 : 
EE [Ax) de (6-439) 


根据 特征 时 间 和 跳 长 方差 的 有 限 与 发 散 ， 可 将 CTRW 过 程 分 类 。 在 给 定 的 跳 长 分 布 
和 等 待 时 间 分 布 的 前 提 下 ， 由 Montroll-Weiss 方程 确定 了 布朗 粒子 的 空间 密度 分 布 : 


Bk,w) = lo) 4o(k) (6-440) 
© 1-yk,o) 
在 此 ， 我们 采用 了 Montroll-Weiss 方程 的 傅 里 叶 一 拉 普 拉 斯 相 空 间 的 表达 式 ， 式 中 
瑚 (4) 表示 初始 条 件 的 传 里 叶 谱 。 如 果 等 待 时 间 、 跳 长 方差 均 有 限 ， 则 此 行走 过 程 对 应 
正常 扩散 的 高 斯 过 程 ， 在 此 不 再 对 此 问题 进行 讨论 。 以 下 分 别 对 跳 长 方差 发 散 和 等 待 时 间 
发 散 两 种 情况 进行 讨论 。 
6. 8.2 长 等 待 与 欠 扩 散 


考虑 特征 等 待 时 间 发 散 ， 而 跳 长 方差 有 限 的 情况 。 我 们 将 会 看 到 ， 这 将 对 应 欠 扩 散 行 
为 。 对 于 有 限 的 跳 长 方差 ， 跳 长 密度 函数 是 解析 的 ， 通 常 体现 为 简单 的 高 斯 分 布 。 而 对 于 
等 待 时 间 发 散 的 情形 ， 等 待 时 间 密 度 函 数 表现 为 长 尾 分布 ， 在 长 时 近似 下 ， 等 待 时 间 PDF 
具有 渐进 行为 : 


w(t) ~ AAT/)'® (0<a<1) (6-441) 
对 上 式 实施 拉 普 拉 斯 变换 ， 得 到 等 待 时 间 密 度 函数 的 拉 普 拉 斯 谱 : 
Dd(w) ~1- (or (6-442) 


上 式 的 推导 可 以 回顾 到 第 5 章 的 有 关内 容 。 将 跳 长 的 高 斯 分 布 变换 到 伟 里 叶 空 间 ， 并 
在 长 波 近似 (k 一 0) 下 展开 为 泰勒 级 数 ， 截 取 到 二 阶 小 量 ， 带 人 Montroll-Weiss 方程 ， 则 
得 到 极限 条 件 (kt,w) 一 (0,0) 下 的 密度 函数 的 傅 里 叶 一 拉 普 拉 斯 谱 : 
Po(k) 1 


P(k,w) = Tr Ko (6-443) 
按照 黎 曼 一 刘 维 尔 分 数 积分 的 定义 有 : 
oDiP(r,D) = Prd (6-444) 


ns i (1 -0)! = 
注意 ， 根 据 定义 ， 黎 曼 一 刘 维 尔 算 符 有 如 下 的 性 质 : 


ia 
Dr = Fp te (6-445) 


* 143. 


更 广义 的 关系 是 : 


TU+p) pe p= in 2 
DY eTrp-o OF 0 (E40) 
对 式 6-443 实施 逆 伟 里 叶 一 拉 普 拉 斯 变换 ， 则 得 分 数 积分 方程 : 
P(x,t) - Po(x) = oD "K, 本 Pei (6-447) 


式 中 , K。 为 广义 扩散 系数 。 注 意 分 数 积分 的 积分 规则 : 


ZuDrP(z,D| = opPxz,o) (a>0) (6-448) 
从 式 6-443 ~ 式 6-445， 利 用 拉 普 拉 斯 变换 的 微分 性 质 ， 得 到 分 数 扩散 方程 : 
PD) prek, BP(x,t) (6-449) 
at Ox 


在 前 面 章节 我 们 曾经 解 此 方程 ， 得 到 布朗 粒子 在 空间 的 密度 分 布 从 而 得 到 欠 扩散 的 方 
均 位 移 。 实 际 上 根据 第 5 章 的 结论 : 


(2) = lim[- 各 Bk,w)] (6-450) 
由 式 6-443 ， 直 接 得 到 : 
2K 
人 (0》= Fa (6-451) 


由 于 lavy 指数 的 限制 ， 可 知 式 6-451 描述 出 了 欠 扩散 过 程 。 
将 分 数 扩散 方程 式 6-449 和 为 车 从 的 De 


oD! P(x,t) - 7 —— Po(x) = K, P(x, 1) (6-452) 


元 二 a) 

初 值 Po(*x) 按 宪 律 倒数 随时 间 衰减 ， 由 于 levy 人 使 得 波 包 的 扩散 要 
比 正常 扩散 (标准 扩散 方程 ， 慢 。 应 该 注意 到 ， 在 a 一 1 的 条 件 下 ， 分 数 扩散 方程 退化 到 
菲 克 第 二 定理 。 分 数 扩散 方程 中 的 广义 扩散 系数 定义 为 : 


2 
K=O (6-453) 


此 扩散 系数 具有 分 数 维度 ， 由 标量 o 、r 确定 。 
方程 式 6-449 a 其 严格 解 用 Fox 函数 表示 为 : 


. 


SS 元 中 Fa 


实际 上 ， 由 于 谱 密 度 式 6-443 中 的 拉 普 拉 斯 相 空间 变量 w 出 现 了 非 整数 次 宪 ， 从 而 使 
逆 拉 普 拉 斯 一 傅 里 叶 变 换 不 能 够 直接 进行 。 通 常 可 用 三 种 方法 计算 逆 变 换 。 (1) 梅林 变 
换 和 定义 逆 梅 林 变 换 的 路 径 积分 的 Fox 函数 表述 ; (2) 可 以 把 密度 函数 的 谱 表 达 式 与 相 
应 Fox 函数 等 同 起 来 ， 使 用 已 知 的 Fox 函数 的 规则 来 计算 逆 拉 普 拉 斯 一 傅 里 叶 变换 ， 得 到 
的 结果 仍然 是 Fox 函数 ; (3) 可 以 首先 对 谱 表 达 式 进行 逆 传 里 叶 变 换 ， 以 得 到 单纯 的 拉 
普 拉 斯 谱 函数 : 
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(1-w20) 


(6-454) 


(0.D,02,0) 


P(x,0) = Tokexp -1x1 w”?) (6-455) 


在 低频 近似 下 ， 将 指数 函数 作 泰 勒 级 数 展开 ， 利用 分 数 积分 算 符 的 性 质 式 6-445 依次 
作用 在 该 级 数 的 各 项 ， 最 终结 果 仍 然 是 级 数 形式 ， 与 式 6-454 相同 。 离 开 了 Fox 函数 的 等 
同性 ， 所 得 到 的 级 数 并 不 能 给 出 指数 扩张 的 由 Fox 函数 性 质 所 描述 的 渐进 行为 的 意义 。 

应 用 Fox 函数 的 标准 理论 ， 可 以 得 到 渐进 扩张 的 高 斯 行为 : 

1 1 2 -9/2-0)/ | xl -01-m7(2-o) 
P(x,t) ~ 二 RM el 3) | x 
Dn ad 
ep(- 气 人 [yaa ) (0°456) 

此 渐进 行为 成 立 的 条 件 是 1 x 1 > VK。t” 。 这 一 推导 已 经 在 6. 3 中 给 予 了 较 详细 的 推 

导 。 更 进一步 讨论 可 知 ， 式 6456 的 P(x,t) 可 以 根据 Fox 函数 的 性 质 展开 为 级 数 形式 ; 


P(x,t) = 


1 < ye 如 oa 
LE nlT(l a + T7727 (Kr) 人 
此 形式 可 进行 计算 机 模拟 。 如 果 a 是 合适 的 实数 ， 则 Fox 函数 可 以 进一步 简化 。 

图 6-9 描述 了 levy 指数 为 a=1/2 时 ， 所 对 应 欠 扩 散 的 密度 函数 曲线 。 图 中 曲线 从 上 
至 下 分 别 对 应 时 间 t=0.1，1，10。 

图 6-10 描述 了 lavy 指数 为 a=1 时 ， 所 对 应 正常 扩散 的 密度 函数 曲线 。 图 中 曲线 从 上 
至 下 分 别 对 应 时 间 :=0.05，0.2，0. 1。 由 此 曲线 与 图 6-9 相 比较 ， 可 以 看 出 正常 扩散 的 
扩散 速度 要 比 欠 扩散 时 快 。 


了 = 


6.8.3 长 跳跃 与 levy 飞行 


假设 特征 等 待 时 间 有 限 ， 而 跳 长 方差 发 散 ， 满 足 levy 分 布 。 于 是 跳 长 分 布 的 特征 函 
数 为 : 
A(k) = exp(— ol kl?) ~1 -orl kl (6-458) 
式 中 ，levy 指数 满足 1 < jp. < 2 。 逆 傅 里 叶 变 换 上 式 ， 在 条 件 1 x1>> o 下 ， 则 得 到 渐进 行 
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A(x) ~ 4 1x1 st {6-459) 
如 果 假 设 等 待 时 间 满足 泊 松 分 布 ， 在 长 波 和 低频 近似 下 ，Montroll-Weiss 方程 可 写 为 : 
Bk,w) = — i (6-460) 


w+K*lkl* 


对 上 式 实施 逆 传 里 叶 一 拉 普 拉 斯 变换 ， 使 用 算 符 -- D:“ ,得 到 分 数 福 克 一 普 朗 克 方 
程 : 


P(t) Ke .Die(x,t) (6-461) 


式 中 的 广义 扩散 系数 定义 为 : 
有 = 条 (6-462) 


对 谱 密度 户 (k,w) 实施 逆 拉 普 拉 斯 变换 ， 回 到 实时 间 形 式 ， 得 到 伟 里 叶 谱 密 度 : 
PB(k,t) = exp(— Kr*tl k1*) (6-463) 


这 是 一 个 关于 中 心 对 称 的 levy 分 布 的 特征 函数 ， 正 如 前 面 讨 论 所 说 ， 描 述 了 lavy 飞行 。 
逆 傅 里 叶 变换 式 6-460， 得 到 实时 时 空 的 密度 函数 的 严格 解 。 实 际 上 在 6. 3 的 分 数 微 

分 方程 的 求解 中 ， 已 经 得 到 用 Fox 函数 表示 的 为 : 

1 


ey 
Pr = F777 a ] (6-464) 

从 上 一 节 的 讨论 中 ,已 经 知道 上 式 具有 渐进 行为 : 
P(x,t) ~ 二 人 (6-465) 


呈现 典型 的 lavy 分 布 的 长 尾 特征 。 
6. 8. 4 ”长 等 待 和 长 跳跃 之 间 的 竞争 


由 于 levy 飞行 中 的 方 均 位 移 发 散 ， 使 得 问题 的 讨论 常常 围绕 着 (x - !) 的 标量 关系 或 
者 密度 函数 的 宽度 进行 ， 而 非 过 程 变量 。 为 了 避免 方 均 位 移 的 发 散 ， 我 们 曾 对 密度 函数 的 
宽度 进行 限制 ， 定 义 了 有 限 宽度 (截断 ) 的 方 均 位 移 : 


(2(D) ~ fp a -2 (6-466) 
2 


积分 的 截断 意味 着 布朗 粒子 的 活动 被 限制 在 一 个 虚 盒子 里 面 ， 此 虚 盒 子 的 空间 跨度 为 : 
A(D) = (有 -DL)er (6-467) 
此 虚 盒子 的 跨度 随时 间 而 增加 ， 这 说 明 概率 分 布 的 主要 部 分 存在 于 给 定 的 空间 间隔 
A(1) 。 
考虑 通过 等 待 时 间 、 跳 长 密度 分 布 所 表示 的 随机 行走 特征 ， 在 截断 关系 下 ， 导 致 了 特 
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征 等 待 时 间 t+ 和 跳 长 方差 均 有 限 ， 从 而 得 到 
前 面 章节 所 曾经 讨论 的 分 数 扩散 方程 : 


PP,t) = oD Ke WP) Sern 

(6-468) | 
此 处 的 广义 扩散 系数 定义 为 =o/m。s | 
在 截断 后 的 虚 盒子 中 所 定义 的 方 均 位 移 | 

《22(0) )， 被 称 之 为 伪 方 均 位 移 或 虚 方 均 位 移 ， Le 
这 个 虚 物 理 量 揭示 了 瞬间 的 形式 : | 
(2(D)) ~ EP (6-469) | 
2 


以 此 作为 结论 ， 得 到 图 6-11 所 示 的 相 图 ， 
分 数 扩散 方程 的 相 图 。 不 同 的 相位 特征 划分 为 
四 个 区 域 ， 各 区 域 之 间 根 据 发 散 或 有 限 的 等 待 
时 间 、 跳 长 方差 进行 区 分 。 这 种 区 分 也 可 以 根据 levy 指标 w、 人 来 进行 ， 如 图 所 示 。 


6.9 广义 统计 热力 学 对 反常 扩散 的 描述 


布朗 粒子 的 反常 扩散 现象 ， 使 得 美妙 的 玻 耳 兹 曼 一 吉 布 斯 的 统计 热力 学 理论 遇 到 了 极 
大 的 困难 ， 甚 至 可 以 说 失败 〈 复 杂 系 统 的 其 他 问题 也 会 导致 相似 的 困难 ) 。 


6.9.1 广义 商 的 定义 


为 了 摆脱 诸如 此 类 的 困难 ，Tsallis 等 人 建立 了 以 广义 商 为 基础 的 广义 的 统计 热力 学 理 
论 。 广 义 商定 义 为 : 


图 6-11 


1- Tp 
S,=k TE ; Dp=1; geR (6-470) 
式 中 , 是正 的 常数 ，W 是 系统 的 所 有 微观 态 数 。 对 于 9 <0 的 情形 ， 定 义 式 中 的 焦点 首 
先 应 集中 在 概率 为 非 严格 负 的 可 能 性 上 ， 其 次 5, 还 可 能 发 散 ; 而 对 于 g >0 的 情形 ， 这 些 
问题 则 可 以 不 必 考 虑 。 在 极限 条 件 下 (4 一 1) ， 广 义 商 恢复 到 玻 耳 兹 曼 一 吉 布 斯 商 


(wap 。 商 指标 9 关联 到 系统 的 微观 动力 学 并 被 微观 动力 学 所 确定 。 商 指标 表征 
了 系统 的 非 广 延 程度 ， 体 现在 下 述 的 伪 商 增加 原理 上 : 

SC4+B) _ [Ss,(4) 5,(B) 5,(4)1[5,.(B) 

半 和 en 


这 里 ，4、8B 是 两 个 独立 的 系统 ， 应 该 理解 为 系统 (4 + B8) 的 概率 可 以 分 解 为 4 系统 
的 概率 和 B 系统 的 概率 。 我 们 将 会 看 到 ， 对 于 所 有 的 这 些 情形 5, >0,g < 1, 9 = 1， 相 
应 的 对 应 了 超 扩 散 、 正 常 扩散 、 欠 扩散 。 

另 一 个 重要 的 性 质 是 ， 假 如 系统 所 具有 的 所 有 微观 态 数 (坐标 数 ) WW 可 以 任意 地 分 
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离 为 两 个 可 能 的 子 集 WW, 、Ww ， 这 两 个 子 集 满足 WW = WW, + Ww 。 定 义 这 两 个 子 集 的 概率 密 
度 分 布 为 : 


机 
P= Pp pr= TP (6-472) 
由 归 一 化 ， 应 该 满足 : 
Pi+Py=1 (6-473) 
于 是 可 以 直接 建立 以 下 的 系统 与 子 系统 之 间 的 概率 密度 关系 为 : 
Sl 1pi]) = 5,(Pi,Pu) + PIS,( |pi/Pi}) + PhS,( {pi/ Pu!) (6-474) 


上 式 中 的 花 括号 内 的 坐标 1p,/P| 表示 条 件 概率 ， 分 号 下 的 参量 表示 条 件 。 这 正好 是 著 
名 的 桑 龙 商 的 〈Shannon) 性 质 。 需 要 说 明 的 是 ， 桑 龙 商 的 形式 与 此 不 同 之 处 在 于 此 处 的 广 
义 商 与 条 件 概率 之 间 的 关系 表现 为 Pl 和 P， 而 非 桑 龙 商 的 P，。、P, 。 这 个 性 质 在 广义 的 统 
计 热 力学 中 占有 重要 的 地 位 。 事 实 上 ， 由 于 概率 jpi| 是 0 和 1 之 间 的 广义 数 ; 对 于 g <1， 
有 由 > PP ， 而 对 于 9 >1 则 有 p? < p; 。 因 此 ， 商 指标 4 在 不 同 的 值 域 g <1，9g >1， 将 对 应 地 
表示 低 和 高 概率 事件 ; 这 一 看 似 简单 的 性 质 ， 却 是 整个 模型 的 核心 。 严 格 按照 桑 龙 的 思想 线 
索 ， 如 果 作 如 下 假设 : (1) 广义 商 具有 连续 性 ; (2) 在 等 概率 条 件 下 ， 作 为 微观 状态 数 WF 
的 函数 ， 广 义 商 单调 增加 ; (3) 商 指标 9 以 ! 为 临界 值 ， 将 随机 事件 划分 为 高 频 事 件 和 低频 
事件 ;(4) 系统 和 子 系统 的 广义 商 之 间 存在 式 6-474 的 关系 ， 即 系统 的 广义 商 与 子 系统 之 间 
的 广义 商 与 P、Pi 有 关联 ， 此 关联 中 ， 商 指标 起 到 了 很 重要 的 作用 。 在 以 上 的 四 条 假设 下 ， 
唯一 种 形式 的 广义 商 存在 ， 既 是 式 6-470 所 定义 的 广义 商 。 

通常 ， 玻 耳 效 曼 一 吉 布 斯 商 5, 满足 下 述 关系 : 


-EB] = -hE plnp, =5, (6-475) 
我 们 运用 杰克 偿 (Jackson) 在 1909 年 引入 的 ， 作 用 于 随机 函数 的 广义 微分 算 符 : 
Dflx) = -A (6-476) 
这 一 算 符 满足 D, = limD，= 臣 ， 因 此 ， 有 性 质 : 
v 1- BP! 
-上 三 此 =5. 6-477 
LD, Bel., E (6-477) 


g-1 
这 一 性 质 提供 了 研究 广义 商 S, 的 一 条 途径 。 事 实 上 ， 引 入 杰克 逊 微分 算 符 的 目地 是 
为 了 推广 来 自 于 复杂 系统 的 统计 热力 学 的 应 用 ; 对 此 应 用 ， 要 设法 联系 到 系统 的 标量 不 变 
性 。 应 该 注意 到 杰克 还 算 符 测度 了 在 * 扩张 下 的 函数 ， 而 普通 的 微分 算 符 则 测度 了 在 * 变 
换 下 的 函数 。 
注意 ， 根 据 广 义 微分 算 符 ,1pi 定义 了 所 有 9 值 的 凹凸 性 。 对 于 所 有 的 9 > 0，S， 
有 具有 凹 性 ， 对 于 所 有 的 g < 0，S 则 具有 凸 性 。 相 比较 而 言 Renyi 商 


{nF -9) = [ln[1 + (1 -gq)5,]1/(1 -9)} 却 不 具备 这 种 凹凸 性 。 
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6.9.2 内 能 约束 的 选择 


在 适当 的 条 件 限制 下 ， 广 义 商 S, 具有 极 值 (对 于 9 >0，5, 在 jP| 上 具有 由 性 ， 故 而 

5, 有 极 大 值 ; 对 于 9 <0,，9 在 1pj} 上 具有 是 性 ， 故 而 5, 有 极 小 值 ) 。 对 于 孤立 的 微 正则 
系统 ， 仅 存在 一 种 约束 : 

六 沁 =1 (6-478) 


作为 结论 性 地 给 出 ， 广 义 商 5, 的 最 优化 立即 就 导致 了 等 概率 性 ， 也 就 是 p, = 1/W ， 
因此 有 如 下 关系 : 


S, = ksln,W (6-479) 
而 分 数 对 数 的 定义 为 : 
In,x = se (lmz = Inx) (6-480) 
此 即 著名 的 玻 耳 兹 曼 公 式 。 式 6-480 的 逆 运 算 ( 反 函数 ) 为 : 
eexp(x) = [1+(1 -gr (el =e) (6-481) 


我 们 这 里 描述 所 涉及 到 的 系统 ， 是 与 环境 热 浴 ( 热 库 ) 具有 热 接触 的 系统 ， 也 就 是 
正则 系统 当然 ， 对 巨 正 则 系统 在 此 不 作 讨论 ， 因 为 巨 正 则 系统 的 讨论 与 正则 系统 的 讨 
论 是 一 致 的 ) 。 对 于 系统 的 限制 ， 在 此 考虑 三 种 情况 。 

第 一 种 限制 的 选择 〈 基 于 早期 的 假设 ， 仅 仅 用 于 时 间 耦 合 的 特殊 系统 ) ， 与 通常 的 约 
东 式 6-478 比较 ， 可 以 写 为 下 述 形式 : 


了 pe = 0 (6-482) 
名 


式 6-482 的 上 标 (1) 表示 第 一 种 限制 选择 ， 集 合 | e,| 为 系统 在 选 定 了 边界 条 件 后 的 
哈密 顿 量 的 本 征 值 。 从 另 一 个 角度 来 说 ， 在 此 选择 限制 之 中 包含 标准 的 内 能 定义 。 借 助 于 
通常 的 求 极 值 的 方法 和 广义 的 微分 算 符 ， 根 据 广义 商 的 极 值 原理 ， 由 广义 商 的 定义 式 6- 
477 和 内 能 限制 条 件 式 6-482， 得 到 : 

pn 2 -9 -Dee 


三 [1- (9g -Des 


在 此 我 们 必须 强调 , B” 并 不 是 通常 使 用 的 与 内 能 限制 有 关联 的 拉 格 朗 日 乘 子 ， 上 标 
星 号 的 引入 正 是 因为 这 个 原因 。 对 于 表达 式 6-483 ， 应 该 注意 两 个 特征 ，(1) 在 极 值 条 件 
9 一 1 下， 密度 分 布 函 数 退 回 到 玻 耳 兹 曼 一 吉 布 斯 分 布 (P ~ exp( - Bs,)) ; (2) 与 微观 
能 量 的 依赖 关系 旦 短 律 关系 而 非 所 熟知 的 指数 关系 。 

这 种 对 内 能 的 选择 限制 是 不 充分 的 ， 将 导致 严重 的 数学 困难 ， 在 lavy 分 布 的 反常 扩 
散 系统 中 ， 将 出 现 方 均 位 移 的 发 散 。 实 际 上 ,在 9 >1 时， 直接 利用 式 6-483 求 方 均 位 移 ， 
将 出 现 发 散 的 结果 。 因 此 ， 为 了 克服 这 种 困难 ， 对 内 能 的 限制 选择 提出 了 第 二 种 条 件 ， 


D ple: = U® (6-484) 
名 


(6-483) 
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此 处 ， 式 6-484 中 上 标 (2) 表示 对 内 能 的 第 二 种 选择 限制 。 利 用 广义 商 的 极 值 条 件 ， 在 
第 二 种 内 能 限制 条 件 下 ， 得 到 : 
mp -Dg (6-485) 


式 中 的 广义 的 配 分 函数 Z;” 表 示 为 : 


Z2(B) = 六 [1-(1-9)8e]“7 (6-486) 


| 


显然 ， 此 处 配 分 函数 的 形式 与 第 一 种 选择 限制 的 配 分 函数 的 形式 相同 。 但 是 ， 必 须 注 
意 到 前 面 的 因子 (9 -1) 转换 为 现在 的 (1 - 9) ， 而 B” 因 子 转换 为 现在 的 ， 通 常 意义 下 
的 拉 格 朗 日 乘 子 B。 也 即 
[pP(B)]，= [pi (B 一 B)] (Vi) (6-487) 
在 第 二 种 选择 限制 下 ， 对 于 所 有 49 < 1 的 值 ， 分 布 函数 表现 出 了 截断 〈 也 即 是 当 系统 
能 级 高 到 足以 使 式 6-481 的 。 函数 的 宗 量 产生 负 值 时 ， 概 率 变 为 零 ) ; 然而 ， 而 对 于 9 >1 
的 所 有 值 ， 在 第 一 种 选择 下 也 出 现 类 似 的 截断 。 在 第 二 种 选择 限制 下 ， 表 现 出 的 平衡 分 布 
可 以 便利 地 写 为 : 


-Bes 村 
Pp = B52 = (6-488) 
A 


Le 
es (6-489) 
T7305 
Fo) = UY - TS， =- 2 (6-490) 
oln,20 
9) __ alneZe 
' (6-491) 
aU® ap 
Ce) = Tr 学 = 2 人 =- 7 (6-492) 


由 此 可 以 看 到 ， 通 常 的 热 动 力学 勒 让 德 结构 对 所 有 的 9 值 保持 有 效 ， 而 且 对 于 广义 的 
商 和 限制 ， 这 种 结构 依然 有 效 。 虽 然 决 定论 对 此 表述 体现 出 支持 ， 但 是 在 更 多 的 事例 中 ， 
勒 让 德 结构 并 未 被 考虑 为 物理 规范 。 第 二 种 限制 选择 中 ， 根 据 及 定理 而 提出 的 许多 重要 
的 4 不 变性 质 已 经 被 证 实 。 由 于 这 些 性 质 是 一 些 平凡 的 数学 特征 ; 因此 可 以 毫 无 顾忌 地 应 
用 于 理论 物理 中 。 以 上 的 这 些 性 质 与 控制 特殊 系统 的 各 种 反常 行为 的 成 功 也 许 是 一 般 表 现 
形式 的 基础 。 这 第 二 种 选择 限制 暗示 了 三 个 结论 ， 根 据 人 们 所 熟知 的 理论 物理 的 基础 ， 这 
些 结论 是 原则 允许 的 。 

第 一 个 并 非常 的 结论 是 : 由 式 6-485 ， 式 6-486 所 给 出 的 分 布 ， 并 不 是 能 量 谱 | e;| 的 
均匀 变换 的 不 变量 ; 也 就 是 说 热 动力 学 的 结果 依赖 于 系统 的 能 量 结构 的 选择 。 在 实际 问题 
的 处 理 中 ， 这 种 依赖 并 不 是 一 个 很 大 的 困难 ; 因为 相当 的 系统 自动 地 选择 了 基态 能 量 
(哈密 顿 的 最 低 本 征 值 ) 作为 能 量 的 零点 。 作 为 理论 的 基础 ， 这 个 特征 在 理解 上 存在 着 困 
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扰 。 
第 二 个 非常 结论 是 : 在 广义 内 能 由 ”定义 的 方式 中 ， 揭 示 了 所 有 的 理论 上 的 可 观测 


量 均 以 相同 的 途径 表现 出 来 ; 这 也 就 是 说 ,通过 所 谓 的 g 的 期 望 值 0 = 〈0)，= 
> P10.( 10.4 是 联系 任意 可 观测 量 0 的 本 征 值 ) 表现 出 来 。 虽 然 这 些 量 的 非 平均 定义 韦 


背 了 概率 理论 (事实 上 ,〈0,)， = 〈 巴 "0,》， 因 此 这 个 熟知 量 的 4 的 期 望 值 是 零 ， 除 了 不 
熟悉 的 量 的 标准 平均 值 之 外 ); 数学 量 (1), 不 等 于 单位 的 这 一 事实 通常 是 难以 解释 的 
(除非 人 们 愿意 接受 广义 商 在 增加 和 减少 的 影响 的 非 广 泛 结果 ) 。 尽 管 关 于 9 不 变 的 埃 伦 
费 斯 特 〈Ehrenfest) 定理 保证 了 只 要 可 观测 量 0 与 哈密 顿 交换 ，4 的 期 望 值 (0,), 就 是 一 
个 运动 常数 。 这 种 非 保持 的 规范 是 又 一 个 困扰 人 们 的 问题 。 
第 三 个 非常 结论 是 : 如 果 存 在 两 个 系统 4.B ， 且 满足 : 
=， (6-493) 
则 第 二 种 约束 选择 具有 关系 : 
1 (4)S,(B) E34)] 


UD (A+B) = UY (A) + UVB) + (1 -9 [2 + 
: 


(6-494) 
这 与 通常 的 ww (4 +B) = UY (B) + UY (4) 有 所 不 同 ; 或 者 说 ， 热 力学 第 一 定律 (能 
车 守 恒定 律 》 的 微观 形式 并 没有 表现 为 宏观 的 形式 。 对 此 人 们 当然 持 反对 态度 ， 如 果 人 们 愿 
意 接受 非 增加 的 商 式 6-471 ， 为 什么 不 能 够 接受 同样 违背 常规 的 能 量 ? 焦点 是 商 作为 信息 量 ， 
而 能 量 则 是 力学 量 ， 这 是 又 一 种 对 上 面 所 述 的 内 能 的 非 增加 运算 的 相反 的 直觉 。 
现在 在 位 置 空间 中 描述 对 内 能 限制 的 第 三 种 选择 。 实 质 上 ， 可 以 同时 地 避免 三 种 反常 
结论 ， 引 入 内 能 约束 : 


= VU (6-495) 


也 就 是 说 ， 我 们 用 位 置 概率 如 如 (有 时 对 应 着 伴随 概率 ) 来 衡量 哈密 顿 本 征 值 ， 
上 标 (3) 表示 第 三 种 选择 。 由 广义 商 5 的 极 值 条 件 导致 了 : 


[1-(1-9p(e,- oo 六 (pO 
A 


p= px 
2 
" 
exps[ -BCs, - Uv)/D (pe ) 可 
Re (6-496) 
; 
式 中 的 配 分 函数 写 为 : 


2 (8) -= 20 - (1-g)p(e,- U9)/ 允 (OD 


， 
= Bpl-Bls -U0 )/Z (2)"] 
全 全 
由 此 可 以 得 到 : 
1 05. 
= 7 =p 
FY = UY 7s, = UY -2 
因此 ， 


5, = hn,20 
于 op = (ZV)'™ 
由 于 ZY = WW 对 应 所 有 温度 成 立 ， 以 至 于 所 有 的 状态 具有 非 负 的 关联 概率 : 
limZ” = W (Vg) 
使 用 广义 商 的 表达 式 6-500 则 有 非 负 的 关联 概率 密度 : 


3) _ exps[ (B/(Z™)1 -9g)(ei - UY)] 
ps Ne 
此 外 ， 利 用 自由 能 表达 式 6-499， 以 及 : 
UY 8(m 刀 2 ) 
aa ap 
得 到 有 趣 的 关系 : 


uUe = 2 (V9) 


(6-497) 


(6-498) 


(6-499) 


(6-500) 


(6-501) 


(6-502) 


(6-503) 


(6-504) 


(6-505) 


我 们 注意 到 下 ”对 应 与 UW 有关 的 能 级 | ci 上 | 。 为 了 将 能 量 基准 替换 为 等， 我 们 重新 


定义 配 分 函数 : 
In,Z1) = In,ZtY ~ BUM 


根据 式 6-505 、 自 由 能 表达 式 6-499 ， 得 到 熟悉 的 结论 : 


Fe = 
LU = -ln Ze 
最 终 ， 可 以 验证 : 
8S aU® PF 
(9) 025, _ i 
和 -人 aT a7 or 


(6-506) 


(6-507) 


(6-508) 


(6-509) 


如 同 第 二 种 选择 一 样 ， 第 三 种 选择 满足 勒 让 德 结构 ， 对 于 g < 1 表现 出 了 十 分 有 用 的 
截断 ， 满 足 各 种 广义 g 定理 。 然 而 ， 使 第 三 种 选择 成 为 十 分 特殊 选择 的 原因 是 在 第 二 种 选 


择 讨论 时 所 述 及 的 三 种 反常 结论 。 
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首先 ， 如 果 对 本 征 值 序列 ie;} 增加 一 个 常数 e。 ， 内 能 约束 Us”+ so 将 代替 Us”， 从 
而 偏离 微分 不 变量 fs; - US 1 。 所 有 的 热力 学 量 依次 地 偏离 位 置 概率 的 不 变量 。 
其 次 , US 的 定义 指出 了 归 一 化 的 9 的 期 望 值 : 
二 下 0， 
op =((0)),= 他 一 = 
Zr 
式 中 ，0 表示 任意 的 可 观测 量 。 于 是 (((1))，= 1, Vg) 变 成 了 平凡 情形 。 
第 三 ,能量 守恒 的 形式 亦 是 通常 的 。 即 对 于 由 两 子 系统 4、B 构成 的 系统 4 + B， 则 
有 : 


(6-510) 


UV (A+B) = U2(4) + UY(B) (6-511) 
在 9=1 时 ， 此 即 是 热力 学 的 能 量 守恒 定律 。 在 第 二 种 选择 约束 下 的 能 量 关系 式 6-494 
可 以 重新 写成 如 下 形式 : 


UY (A+B) 二 OU (4) 只 (B) 
T+( -gS(A+B)/ks 1+(1 -9)S,(A/ks * T+ (1 -9)5,(B) /ks 
(6-512) 
再 利用 方程 式 6-470， 则 式 6-512 变换 为 : 
2) (02) (02) 
UV (A+B) 四 UY(B) (6.513) 


Bio Ure SI) Sip C8) 
这 便 回 到 式 6.511 的 形式 。 
如 果 我 们 从 式 6-496 的 分 子 、 分 母 中 分 别提 取 因子 1 + (1 - g)BU”/ 守 (p01)*， 然 
后 相约 去 ， 最 后 得 到 ， a 


ge . 

PP = Fir, 2 = De” (6-514) 
9 和 

犀 关 二 0 (6-515) 


(PP)+(1-9)8UG 


对 式 6-514 作 变换 7"” = 1/(hpB') ， 使 用 方程 式 6-514， 有 : 
(7) = T[Z (8(T)))'™ + (1 -gqg)U®Y(B(T)) /Ek (6-516) 
于 是 即刻 可 以 验证 : 
p(B) =p™ (8'), 2 (8) = 2 (8') (6-517) 
从 另 一 个 角度 讲 ， 在 重 整 化 温度 式 6-516 的 标 度 下 ， 内 能 的 第 二 种 选择 限制 和 第 三 种 
选择 限制 所 关联 的 平衡 态 的 概率 具有 形式 上 的 一 致 性 。 这 就 是 为 什么 所 有 的 定理 不 直接 采 
用 依赖 热力 学 统计 量 而 保持 有 效 的 温度 ， 仅 仅 是 使 用 系统 的 确定 的 有 限 任意 温度 。 此 外 ， 
所 有 在 第 二 种 选择 限制 形式 下 成 功 地 使 理论 和 实验 结果 相 吻 合 的 系统 ， 对 于 第 三 种 选择 形 
式 也 是 成 功 的 。 
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由 方程 式 6-496， 式 6-497 所 给 出 的 稳定 概率 分 布 ， 涉 及 到 能 量 谱 变换 的 不 变性 ， 当 
然 地 使 得 由 式 6-516 给 出 的 函数 7(7) 具有 不 变性 。 当 了 从 0 变化 到 无 穷 时 ， 灾 从 
(1 -9)W2(7 = 0)/k ( 当 我 们 选择 基态 能 级 为 零 时 ， 此 表达 式 为 零 ) 变化 到 无 穷 。 虽 然 
不 能 成 功 地 证 明 这 一 切 具有 一 般 性 ,但 是 已 经 验证 了 许多 例子 中 的 7"(7) 函数 表现 出 关 
于 了 是 单调 增 的 ， 这 正 是 我 们 所 期 望 的 。 

基于 这 一 点 ， 可 以 构造 可 观测 量 的 伴随 概率 |p:”| ， 这 个 伴随 概率 定义 为 : 


po= 2 (6-518) 
2Z7 
上 式 显然 具有 归 一 化 的 特征 : 
立 pm =1 (6-519) 
由 此 可 以 得 到 双重 关系 : 
[PP]w 
nA (6-520) 
六 rd bs 
以 及 Fp = 一 一 一 (6-521) 


DA 


首先 应 该 注意 到 ， 式 6-518 、 式 6-521 两 个 方程 的 形式 具有 类 似 于 特殊 关系 的 洛 伦 兹 
魏 换 和 逆 变 换 。 其 次 ， 我 们 注意 到 当 以 概率 | P!? | 来 表示 一 个 可 观测 量 002 时 , 09 变 成 
了 通常 的 平均 值 。 也 就 是 : 


0 wv 
09 = 全 = 并 Po0， (6-522) 
-1 


而 通过 伴随 概率 定义 ,我 们 可 以 将 由 方程 式 6-470 出 发 ， 将 广义 商 重新 写 为 : 
1 -1 三 (po)mln 
5S, = 一 一 一 一 一 
, 4=1 
关联 到 式 6-496 的 平衡 状态 的 伴随 概率 ， 也 可 以 通过 式 6-523 的 广义 商 的 极 值 和 式 
6-519 的 约束 条 件 以 及 BPs = U”= U, 得 到 。 由 这 个 过 程 得 到 了 最 后 的 概率 分 布 的 形 
式 : 


(6-523) 


{1 (1-9)p(s, -Uv)[ Fp) 


Pi = (6-524) 


TF {1-(1-g)p(s, -Uv)[ D3 (PO 
| 


人 


.154 ， 


使 用 前 面 的 代 换 ， 上 式 所 表示 的 概率 可 以 简洁 地 写 为 
LL SE Fe -gq)pB'e]”"™ (6.525) 
袜 [1-(1-9)B'et]”o7 
进一步 的 代 换 B' = 98' ， 上 式 则 变形 为 : 

__ -Ge -DEeJvow 


Po = 


Pl (6-526) 


Fg Dee 
将 上 式 与 式 6-483 进行 比较 ， 可 以 得 到 有 趣 的 关系 
Pi? (B) = p",(p* —p";g — 1/g) (0:527) 


对 于 第 二 、 第 三 种 选择 限制 的 关联 广义 9 量 的 内 能 ， 是 与 实际 系统 的 过 程 相 适 应 的 ; 
这 两 种 内 能 提供 了 关于 反常 系统 的 较为 满意 的 解 。 相 对 于 第 二 种 约束 ， 第 三 种 约束 具有 更 
值得 注意 的 化 简 ， 那 就 是 : 所 有 的 平衡 态 的 热 统计 量 取决 于 能 量 谱 的 零点 的 选择 ， 关 联 到 
任意 的 可 观测 量 0 的 归 一 化 的 9 关联 期 望 值 ((0,) ), 满足 ((1) )，= 1 。 此 外 ， 如 果 作 合 
理 的 假设 ， 在 第 三 种 约束 下 ， 对 于 两 个 独立 的 4 系统 4、B， 相 应 总 系统 的 概率 满足 关系 
Pu(4+B) = Pi(4)P(B) ,而 总 能 量 满足 H(4 + B) = H(4) + H(B) ， 内 能 满足 UY (4 
+B) = UM (4) + UY(B) ， 这 与 通常 的 热力 学 系统 相 一 致 。 

虽然 第 三 种 限制 选择 在 概念 上 要 比 第 二 种 简洁 ， 但 是 热 的 关联 的 形式 计算 却 要 比 第 一 
种 困难 得 多 ， 因 为 概率 |p,| 的 方程 是 隐 含 的 。 如 果 人 们 对 热 关 联 不 是 十 分 感 兴趣 ， 则 应 
该 选择 第 二 种 约束 。 


6.9.3 4 关联 的 广义 商 与 分 数 指数 的 方 均 位 移 


在 前 面 两 小 节 的 讨论 知道 ， 对 于 不 同 的 系统 ， 根 据 不 同 的 内 能 约束 ， 由 广义 商 的 极 值 
原理 ， 得 到 该 系统 的 分 布 函数 〈 配 分 函数 或 密度 分 布 ) 。 对 于 给 定 的 密度 分 布 P (*) ， 直 
接 使 用 矩 的 定义 ， 便 可 以 算出 反常 扩散 系统 中 的 方 均 位 移 。 


原则 上 ， 无 论 是 第 一 、 二 、 三 种 内 能 结构 的 限制 ， 我 们 均 可 以 将 其 密度 函数 写 为 9 关 
联 的 广义 的 形式 p'”(x) ， 于 是 根据 方 均 位 移 的 定义 ， 有 : 
(2), = PCz)dx (6-528) 


对 于 不 同 的 9 标 度 ， 上 式 将 表现 出 不 同 的 扩散 行为 。 由 于 前 面 所 给 出 的 分 布 Pw (si) 
是 在 能 量 表象 中 的 ， 在 此 ， 需 要 作 表 象 变换 ， 即 将 能 量 表象 转换 为 坐标 表象 。 实 际 上 ， 从 
无 规 行走 的 动力 学 模型 知道 ， 在 经 典 情形 ， 布 朗 粒 子 的 能 量 是 有 限 的 ， 对 于 给 定 的 跳 长 
对 应 了 相应 的 能 量 。 因 此 空间 的 分 布 和 能 量 的 分 布 具有 同样 的 形式 。 于 是 将 给 定 的 随 能 量 
分 布 的 分 布 函 数 中 的 能 量 直接 转换 为 坐标 ， 即 得 到 坐标 表象 中 的 分 布 。 
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7 蒙特 卡 罗 数 值 模拟 方法 


物理 实验 的 出 现 ， 标 志 着 物理 学 的 真正 诞生 。 通 过 真实 的 物理 实验 ， 可 以 研究 事物 发 
展 的 本 质 ， 可 以 检验 物理 理论 的 正确 与 否 。 然 而 许多 的 物理 过 程 的 实现 是 十 分 困难 的 。 随 
着 计算 机 技术 的 发 展 ， 使 得 由 理论 给 出 的 结论 用 数学 虚拟 的 实验 方法 来 检验 成 为 可 能 ， 这 
就 是 所 谓 的 蒙特 卡 罗 数值 模拟 ( Monte Carlo Simulaition) 方法 ， 也 被 称 为 统计 实验 方法 
( Statistical Test Method) 、 随 机 抽样 技术 (Random Sampling) 、 计 算 机 模拟 (Computer Ran- 
dom Simulation) 。 采 用 蒙特 卡 罗 方 法 ， 可 以 将 极为 困难 、 危 险 、 耗 资 巨大 的 实验 由 计算 机 
来 模拟 ， 从 而 使 困难 的 实验 得 以 研究 ， 降 低 了 危险 ,减少 了 成 本 ， 同 时 给 出 了 所 建立 理论 
的 一 些 定性 的 结论 。 蒙 特 卡 罗 方 法 在 早期 的 典型 应 用 ， 是 1946 年 由 Von Neumann 用 计算 
机 完成 的 有 关 原 子弹 研究 的 中 子 链 式 反应 。 该 模拟 的 完成 ， 极 大 地 降低 了 原子 弹 研究 的 危 
险 性 ， 缩 短 了 研究 周期 。 

蒙特 卡 罗 方法 的 另 一 个 典型 的 应 用 是 用 蒲 丰 针 方法 来 计算 圆周 率 nm。 浦 丰 (Buffon) 
是 法 国 著名 的 数学 家 ， 在 1977 年 首先 提出 了 用 随机 投 针 实验 来 求 圆周 率 5 的 方法 。 该 实 
验 可 以 描述 如 下 。 在 平面 上 画 有 间距 为 a 的 等 距离 平行 直线 ， 向 平面 随机 一 长 为 ! (1<a) 
的 针 。 设 投 针 次 数 为 n， 针 与 平行 线 相交 的 次 数 为 m。 试 求 针 与 一 平行 线 相交 的 概率 。 针 
与 直线 的 空间 位 置 关系 可 用 图 7-1 所 示 。 

图 7-1 为 蒲 丰 针 投 针 的 空间 位 置 关系 ,图 中 的 W 表示 针 的 中 点 ; * 表示 当 针 投 在 平面 
上 时 ，M 与 最 近 一 条 直线 的 距离 ; 9 表示 针 与 直线 的 夹 角 。 因 此 有 : 


0<x<3 了 3， 0<p<” (7-1) 


针 与 直线 相交 的 数学 描述 是 : x 与 相互 独立 ; 针 的 中 点 与 平行 线 的 距离 x 均匀 地 分 布 于 
区 间 [0, a/2] 内 ; 9 在 区 间 [0， mw]。 同 时 ， 针 与 线 相交 的 充 要 条 件 是 : 
a ng (7.2) 


因此 针 与 线 相交 的 概率 ， 也 就 是 M 点 落 入 图 7-2 阴影 区 面积 与 整个 矩形 面积 之 比 


AID2jsinp 
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(与 平行 线 相交 的 投 针 中 点 空间 分 布 )， 亦 即 在 区 间 [0,m] 的 概率 P。 投 掷 在 空间 均 
匀 分 布 的 情况 下 ， 概 率 P 为 阴影 区 面积 与 矩形 面积 之 比 : 


= lsing 
op 
P= 20 = 姜 (73) 


an an 
2 


由 前 面 的 概率 计算 公式 ， 可 以 得 到 用 投 针 实验 计算 7 值 的 公式 为 : 
2 (7-4) 
因此 ， 对 于 给 定 的 针 长 和 线 间 距 ， 只 要 得 出 总 投 次 数 和 相交 次 数 ， 便 可 由 上 述 公 式 计 
算出 站 值 。 历 史上 作 的 投 针 实验 所 得 的 站 值 见 表 7-1: 
表 7-1 国 周 率 的 实验 值 


实验 什 年 份 | 投 针 次 数 | + 的 估计 什 
Wolf 1850 5000 3. 1596 
Smith 1855 3204 3.1553 
Fox 1894 | 1120 3.1419 

Lazzaarini 1901 | 3408 | 3.1415929 


以 上 介绍 的 薄 丰 随机 投 针 实验 可 以 认为 是 使 用 蒙特 卡 罗 方 法 的 一 个 锥 形 。 对 于 一 定 的 
精度 来 说 ， 由 于 实验 次 数 要 求 很 多 ， 因 此 真正 使 用 投 针 实验 的 方法 来 计算 的 工作 ， 只 
有 使 用 计算 机 才能 实现 。 

下 面 介绍 基于 Matlab 的 浦 丰 针 实验 的 蒙特 卡 罗 方法 《计算机 模拟 实验 、 数 学 实验 ) 。 
从 上 面 的 讨论 可 以 知道 ,实验 的 关键 是 得 到 随机 投 针 中 的 与 线 相交 的 次 数 m。 由 于 针 与 线 
相交 的 充 要 条 件 是 式 7-1， 式 72， 因 此 只 要 获得 每 次 投 针 的 参数 ， 便 可 判断 相交 与 否 ， 
从 而 累计 出 相交 次 数 。 如 何 用 计算 机 通过 数学 的 方法 获得 与 实际 投 针 一 样 效果 的 随机 投 针 
参数 ， 这 便 成 了 计算 机 数学 建 模 问题 。 

在 投 针 过 程 中 ， 考 虑 空间 各 向 同性 ， 则 投 针 参 量 的 空间 概率 分 布 均匀 。 也 就 是 投 针 与 
线 相交 概率 随 空 间 参 数 * 在 区 间 [0，a/2] 的 概率 分 布 是 均匀 ， 其 概率 分 布 函数 为 ， 

和 
mi(z) = E Co sa) (7.5) 
0 此 外 
同样 的 ， 投 针 与 线 相交 概率 随 空间 参数 p 在 区 间 [0，r] 的 概率 分 布 是 均匀 ， 其 概 
率 分 布 函数 为， 
1 
mp) -人 (0<x<a) (07-6) 
0 此 外 

每 次 投 针 过 程 所 产生 的 空间 位 置 (*，p) ， 应 该 遵从 概率 分 布 函数 式 7.5， 式 7-6。 因 

此 模拟 投 针 的 过 程 实质 上 就 是 根据 概率 分 布 函数 式 1.5， 式 7-6 产生 随机 空间 位 置 参量 
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(x*，9) 的 过 程 ; 此 过 程 称 为 随机 抽样 过 程 。 均 匀 概 率 的 随机 子 样 为 : 
xz = 叶 
$3 | 
上 式 中 的 所 ,所 是 彼此 独立 的 均匀 分 布 的 随机 数 。 即 只 要 产生 了 独立 的 均匀 分 布 随机 数 ， 
根据 式 7-7 便 产 生 了 模拟 的 投 针 的 空间 分 布 。 
由 投 针 与 线 相交 的 充 要 条 件 式 7-2 和 随机 子 样 的 产生 式 7.7， 就 可 以 估计 投 针 与 线 相 
交 的 概率 ， 从 而 由 式 7-4 计算 出 圆周 率 r。 对 于 第 ;次 投 针 ， 如 果 用 1 表示 相交 , 用 0 表 
示 不 相交 ， 则 有 : 


(7-7) 


jm { (x; < lsing,) (78) 
0 此 外 
对 于 n 次 投 针 实验 ， 得 到 投 针 与 线 相交 的 概率 为 : 
(7-9) 
对 应 的 出 圆周 率 r 值 为 : 
(7-10) 
基于 上 述 的 模拟 投 针 的 思想 ， 可 以 用 PC 在 Matlab 系统 中 进行 投 针 模拟 。 用 Matlab 建 
立 的 模拟 投 针 程序 为 : 
a=45; 1=36; n=50000; % 赋 初 值 ; 
xs= []; fs= []; % 设 置 存储 空间 为 空 矩 阵 ; 
fori=l1:n % 设 置 投 针 次 数 
wl =rand * a*0.5; 产生 [0，a/2] 内 的 均匀 随机 数 ; 
w2 =rand * pi; 名 产生 [0,， m7] 内 的 均匀 随机 数 ; 
i2*wl< =1*sin (w2) 判断 投 针 与 线 是 否 相 交 ; 
xs= [xs, wl]; 名 相交 则 计数 ， 并 保存 于 存储 空间 ; 
f= [fs, w2]; 
end % 循 环 结 束 
m=length (xs); % 计 算 相交 次 数 
pai=2*#]1*#n/ (arm); 狗 计 算 
t=0:0.01: pi; % 打 印 投 针 中 心 位 置 的 随机 点 图 ; 
plot (t，1* sin (t) /2); 
hold on 
plot (但 ，xs,m'); 
hold off; 
disp (pai); % 显 示 计算 出 的 出 圆周 率 7 值 。 


本 模拟 的 初 值 采 用 了 与 Wolf 实验 条 件 相同 的 值 ， 实 验 次 数 为 n=5000 时 ， 计 算出 的 
结果 为 "=3. 1521; n=50000 时 ,计算 出 的 结果 为 n=3. 1480。 所 得 的 计算 机 模拟 散 点 图 
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如 图 7-3， 图 7-4 所 示 ; 图 中 的 横 轴 表 示 w 在 区 间 [0，r] 的 取 值 ; 纵 轴 表 示 * 在 区 间 
[0，o/2] 的 取 值 ， 每 一 个 点 表示 一 次 投 针 所 产生 的 空间 坐标 。 


Buffon 投 针 实验 计算 机 模拟 散 点 图 Buffon 投 针 实验 计算 机 模拟 相交 点 的 散 点 图 


图 7-3 图 7-4 


综 上 所 述 ， 蒙 特 卡 罗 的 基本 思想 就 是 求 平均 。 首 先 ， 确 定 一 个 随机 变量 ,使 该 随机 变 
量 的 数学 期 望 等 于 所 要 求 的 值 ， 然 后 人 为 地 构造 一 个 随机 过 程 ， 使 该 过 程 中 的 某 些 参量 恰 
是 所 求 问 题 的 解 。 


7.1 产生 随机 子 样 的 基本 方法 


在 蒙特 卡 罗 方法 中 ， 根 据 分 布 函数 产生 随机 子 样 是 最 重要 ， 也 是 最 基本 的 步骤 。 在 这 
一 节 里 ， 将 介绍 产生 随机 子 样 的 基本 理论 和 基本 方法 。 


7.1.1 由 已 知 分 布 产生 随机 子 样 


随机 变量 可 以 分 为 离散 型 随机 变量 和 连续 型 随机 变量 两 种 。 这 两 种 变量 分 别 构成 了 离 
散 型 分 布 函 数 和 连续 型 分 布 函 数 。 随 机 子 样 的 产生 (随机 抽样 ) 就 是 在 所 给 定 的 分 布 函 
数 限制 条 件 下 ， 由 分 布 函数 来 构造 或 产生 随机 变量 。 所 产生 的 随机 变量 应 该 是 彼此 独立 
的 ， 最 终 由 [0，1] 区 间 分 布 的 均匀 随机 数 来 表示 。 

随机 抽样 的 最 基本 方法 是 直接 抽样 方法 。 采 用 直接 抽样 方法 的 条 件 是 : 对 于 给 定 的 分 
布 函数 P(x) , 其 反 函 数 F(P) 存在 ， 而 且 有 界 和 收敛 。 

7.1.1.1 离散 型 分 布 的 直接 抽样 

设 离散 型 随机 变量 分 布 有 1x, ,x,,…, xw| 个 点 ， 每 个 点 出 现 的 概率 为 P(x,) 。 如 果 
在 任意 的 分 布 域 都 有 : 


F(x) = 5 P(x,) (7-11) 
而 且 F(x) 的 反 函 数 X: = zx 存在 ， 同 时 对 于 任意 的 随机 数 & e [0,1] 有 : 
Fp(x) <E< TPs) (7-12) 


则 
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X= (7-13) 
便 是 所 产生 的 满足 分 布 xz, ,x,,… ,xw| 的 随机 子 样 。 
例如 ， 最 简单 的 随机 变量 是 整数 的 离散 型 二 项 式 分 布 P(n) = P, = Csp"(1 -p)"”， 
其 中 的 参数 p 满足 0 < p < 1 。 若 对 于 任意 的 5 e [0,1] ， 有 : 


区 a 
Zr <é< YP (7-14) 
帮 名 


则 直接 抽样 结果 为 : 
Mr = (7-15) 


又 例如 随机 变量 是 整数 的 泊 松 分 布 P(n) = 已 = te", 其 中 A > 0, n 是 正 整 数 。 对 
于 任意 给 定 的 上 # e [0,1], 若 有 下 式 成 立 : 


有 << p> (7-16) 


让 il 
则 直接 抽样 结果 为 : 
Xr=n (7-17) 
7.1.1.2 连续 型 分 布 的 直接 抽样 


如 果 随 机 变量 * 是 连续 的 ， 则 其 分 布 函数 所 x) 也 是 连续 函数 。 设 a 是 随机 变量 的 下 
限 ， 对 于 任 给 区 域 [ae，x] ， 有 分 布 函 数 F(x) 成 立 : 


F(x) = [f(x') de (7-18) 
若 分 布 函数 F(x) 的 反 函 数 F-!(Xr) 存在 ， 则 当 对 于 任意 的 # e (0,1) 有 : 
PO) = fe) de = .7.19) 
成 立时 ， 随 机 子 样 的 抽样 结果 为 : 
Xr = FE) (7-20) 
以 下 介绍 几 个 简单 分 布 的 直接 抽样 的 实例 。 
对 于 随机 变量 连续 变化 的 连续 型 B- 分 布 : 图 7.5 所 示 为 B. 型 分 布 函数 曲线 。 
2x (0O<x<1) 
%) = 7-21 
f(x) b (7-21) 
其 相应 的 分 布 函 数 为 : 
加 F(X;) = fx) de = 三 
3 = = (7-22) 


显然 其 反 函数 存在 ， 则 直接 抽样 的 结果 为 : 
Xr = (¢ € (0,1)) (7-23) 
5 对 于 倒数 分 布 : 
S160s 


/f(x) = 他 -= 人 (724) 
0 此 外 
其 分 布 函 数 为 : 
"he (7-25) 
ne na 
显然 其 反 函数 存在 ， 则 直接 抽样 的 结果 为 : 
Xr =e™ (te (0,1)) (7-26) 
而 对 于 指数 分 布 : 
fx) = Me (x>0) (7-27) 
其 分 布 函数 为 : 
F(Xs) = J ae =1-eM=é€ (ge(0,1)) (728) 
显然 其 反 函 数 存在 ， 其 直接 抽样 的 结果 为 : 
Xr = -in(1 -é) =- 几 (es (0,1)) (7-29) 
再 稍微 复杂 一 些 的 分 布 函数 是 散射 方位 角 余 弦 分 布 : 
1 
z) = -1 1 7-30 
fx) 7 (-l1<x<1) (7-30) 
其 分 布 函数 为 : 
2 Ls 
7 = [A ein) = 0,1) (731) 
于 是 散射 方位 角 余 弦 分 布 的 子 样 产 生 为 ,对 任意 的 & e (0,1) ,分 布 函数 的 抽样 结果 为 ， 
Xr = sin(2mk) 或 X = cos(2m6) (7-32) 


7.1.2 筛选 抽样 方法 


对 于 一 些 较为 复杂 的 分 布 ， 由 于 不 满足 直接 抽样 的 条 件 而 出 现 了 直接 抽样 的 困难 ， 因 
此 不 能 采用 直接 的 抽样 方法 。 这 些 困 难 包括 了 分 布 函数 无 解析 表达 式 (不 存在 F(x) )， 
或 者 存在 F(x) 但 是 没有 反 函 数 ; 或 者 是 反 函 数 的 计算 量 过 大 。 

当 不 能 采用 直接 抽样 法 时 ， 筛 选 法 是 一 种 较为 有 效 的 方法 。 采 用 筛选 方法 的 基本 条 件 
是 分 布 函数 为 收敛 或 有 界 函 数 。 筛 选 法 的 基本 思想 是 在 随机 变量 的 分 布 域内 产生 随机 子 样 
对 ， 根 据 分 布 函数 的 上 界 舍 去 不 适宜 的 子 样 ， 保 留 恰 当 的 子 样 。 当 然 ， 筛 选 方法 中 的 效率 
是 一 个 较为 突出 的 问题 。 以 下 介绍 筛选 方法 的 具体 步骤。 

考虑 在 [0，1] 上 的 分 布 岂 xz) ， 而 且 假设 该 分 布 有 上 界 ， 即 满足 条 件 : 

fx)<M OU<1I) (7-33) 
首先 在 区 域 [0，1] 上 产生 均匀 随机 数 对 去, 8'。 判断 所 产生 的 随机 子 样 是 否 符合 条 
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件 ,符合 条 件 的 则 纳入 所 选 子 样 ， 否 则 舍 去 : 


Me < 人 一 和 = 二 一 continue (734) 


天 一 continue 

实质 上 筛选 的 过 程 是 在 随机 变量 域 (0 < x < 1,0 <y </(é) ) 内 产生 相互 独立 的 随机 
点 列 (&1 ME) (6 ME) (各 vvMEav)， 抛 
弃 在 f(x) 之 上 的 所 有 点 ,保留 /(x) 之 下 的 所 有 7 M 
点 。 如 图 7-6 所 示 。 对 所 有 抽取 的 点 ， 肯 定 有 
不 采用 而 被 舍 去 的 部 分 ， 这 就 存在 着 抽样 效率 
的 问题 。 所 谓 抽样 效率 是 指 在 筛选 过 程 中 被 采 
用 的 子 样 数 与 所 产生 总 的 子 样 数 之 比 (图 7-6 
中 阴影 部 分 面积 与 矩形 面积 之 比 ) : 


(7-35) 图 7-6 


注意 ， 这 里 应 用 了 分 布 函数 的 归 一 化 条 件 【f(x) dx = 1 。 
由 利 选 方法 演绎 出 来 了 所 谓 的 乘 分 布 第 选 方法 。 设 概率 密度 分 布 函 数 广 (z) 可 以 分 
解 为 两 个 函数 的 乘积 : 
fx) = H(x)f (x*) (7-36) 
式 中 ,W(x) 是 有 上 界 的 函数 , Hz) < M, 而 /i(x) 是 任意 的 函数 。 如 果 可 由 函数 矿 (x) 抽 
样 出 随机 子 样 Xn , 于 是 第 选 过 程 可 表述 为 : 
ME < nxn) {e — Xp = Xn, — continue 


(7-37) 
否 一 continue 


这 里 的 上 e (0,1) 是 任意 的 随机 数 。 以 下 通过 几 个 实例 来 说 明 筛 选 抽 样 的 具体 应 用 。 
有 分 布 筛选 抽样 示意 图 如 图 7-7 所 示 。 
对 于 B 分 布 ; 
2x (0<x<1) 
fx) = { 2 
显然 在 所 涉及 的 区 域 , Kx) 有 上 界 W = max[(x) ] = 2。 在 所 涉及 的 区 域内 产生 一 对 
随机 数 (& ,#,) 。 由 筛选 方法 的 判断 不 等 式 7- 
34， 有 : 


(7-38) 


Me = 2 大 后 ) = 26 (7-39) 
此 时 的 筛选 过 程 则 为 : 
是 Xi = 与 一 continue 


名 << 人 人 (7-40) 


一 continue 
此 时 的 抽样 效率 为 了 = 1/2 。 
对 于 麦克 斯 韦 分 布 : 
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ft) = 2 (0<x) (7-41) 
此 函数 很 显然 可 以 视 为 两 部 分 之 乘积 分别 取 为 : 


f(x) = (7-42) 
Ax) _ 3¥ Ger 中 
H(x) = = Fe (7-43) 


式 7-43 具有 上 界 M。 通 过 求 极 值 可 以 得 到 H(x) 的 极 大 值 M。H(x) 在 分 布 域 上 的 极 
点 满足 为 ; 


"(x) = 3 有 -3 = 
H'(x) = ey /BeAao| =0 7-44 
多 上 人 四 3 VPee } (7-44) 
于 是 求解 上 式 的 代数 方程 即 得 到 H(x) 的 极点 值 M: 
31_-3 /5 i 
M= 吕 元 ) = ns (7-45) 


接着 ,根据 (x) 抽样 Xn。 因为 分 布 函 数 的 反 函 数 存 在 ， 这 里 可 以 采用 直接 抽样 方法 。 
(x*) 的 分 布 函数 为 : 


F(x) = [ha fF Brg = el (7-46) 
式 中 ,名 = (0,1) 。 由 上 式 即刻 得 到 F(x) 的 反 函 数 为 : 
Xn = F (8r) = -a (7-47) 


式 7-47 就 是 服从 f(x) 的 随机 子 样 。 
根据 H(x) 的 上 界 MM 和 /(x) 的 随机 子 样 Xe， ， 使 用 乘 分 布 筛选 方法 ， 最 后 得 到 遵从 
麦克 斯 韦 分 布 的 随机 子 样 。 在 此 考虑 乘 筛选 分 布 的 判断 不 等 式 7-37， 有 : 


Mé, < H(Xn) (7-48) 
将 极 值 和 H(x) 函数 的 形式 带 入 ， 得 到 : 
ER < (BVI en (7-49) 
对 上 式 进行 简单 的 代数 运算 后 ， 得 到 下 列 结 果 : 
<- eblng, (7-50) 


由 于 名 = (0,1) 和 名 = (0,1) 都 是 小 于 1 的 随机 数 ， 而 e 和 |lnt, | 均 大 于 1， 因 此 不 
等 式 7-50 恒 成 立 ， 亦 即 不 等 式 7-49 恒 成 立 。 根 据 乘 分 布 筛选 方法 的 判 据 不 等 式 7-37， 可 
知 由 式 7-46 所 引入 的 = (0,1) ， 既 是 服从 分 布 函数 所 zx) 的 随机 子 样 。 至 此 ， 则 完成 了 
对 于 麦克 斯 韦 分 布 函数 的 一 个 随机 子 样 的 抽样 过 程 。 


7.1.3 变换 抽样 方法 


对 于 一 些 复杂 的 分 布 函 数 ， 使 用 适当 的 变量 代 换 ， 可 以 使 抽样 得 以 简化 。 对 于 随机 变 
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量 是 zx 的 分 布 函 数 广 (z) ， 实 施 变量 代 换 y = p(x) 后 ， 得 到 一 个 新 的 关于 y 的 密度 分 布 函 
数 /(y) 为 : 
Aly) 1 dyl = f(x) 1 dxl (7-51) 
于 是 有 ， 
此 | - 和 
AD = | 时 |= 4woo)| 于 | (7-52) 


式 中 ,%y(y) = pg "(7Y) = x , 即 w(y) 是 p(x) 的 反 函 数 。 

使 用 了 变量 代 换 后 ， 对 应 的 满足 分 布 函 数 光 (7y) 的 随机 子 样 Y; 的 产生 ， 可 以 首先 由 
(x) 产生 随机 子 样 YXm ， 然 后 由 变换 Jr = p(Xn ) 得 到 。 

例如 ， 对 于 标准 的 正 态 分 布 凡 xz) ， 可 以 通过 变换 抽样 来 获取 随机 子 样 。 正 态 分 布 函 
数 为 : 


f(x) = Ee (7-53) 


设 有 两 个 彼此 独立 均匀 的 随机 变量 局 = (0,1) 和 如 = (0,1) ， 将 其 实施 如 下 变换 : 


= Sot dy 
ty = V2InEsin(2né,) 
上 述 变换 的 相应 的 反 变 换 为 : 
& = ea 
Ee 去 [aretan(za/x ) +e] (7-55) 
C = const 
于 是 可 以 得 到 关于 变换 后 的 新 变量 (x, ,x,) 的 分 布 函数 为 ， 
fst) = fp) hm) 1 (7-56) 
上 式 中 的 7 为 雅 可 比 行列 式 : 
了 
| (7-57) 
6 斩 
ax az 
上 式 的 绝对 值 为， 
171 = 直 e (7-58) 
于 是 得 到 的 正 态 分 布 的 随机 数 为 : 
fan) = He = um) (7-59) 


7.14 近似 抽样 方法 


在 前 面 所 涉及 的 几 个 随机 子 样 产 生 的 方法 中 ， 虽 然 可 行 ， 但 是 抽样 效率 很 低 ， 因 而 运 
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算 量 过 大 。 这 使 得 计算 机 的 运算 时 间 过 长 ， 这 给 数值 计算 带 来 了 很 不 利 的 因素 。 采 用 这 里 
介绍 的 近似 抽样 方法 ， 可 以 在 不 失 正确 性 的 同时 ， 大 大 节约 了 数值 模拟 的 计算 机 占用 时 
间 。 

近似 抽样 的 基本 思想 是 将 分 布 函数 (x) 进行 霉 级 数 展 开 ， 取 一 级 近似 后 ， 对 其 进行 
抽样 ， 所 得 结果 作为 原 函 数 的 抽样 结果 。 

近似 抽样 中 的 第 一 种 方法 是 插值 法 〈 线 性 近似 法 ) 。 设 离散 随机 变量 域 中 的 分 布 函数 
f(x) 的 一 级 近似 为 /.(x) ; 可 将 其 看 作为 相 邻 近 的 点 的 线性 组 合 : 


AD 


ss 
AD = fi + 本 


5 < 
上 式 中 , 1x,| 表示 随机 变量 域 中 的 任意 点 ,|f.1 为 对 应 的 分 布 函数 值 。 对 于 任意 给 定 
的 = (0,1) ， 如 果 线 性 近似 /,(x) 的 分 布 函数 已 (xz) = IAC ) dx' 满足 关系 : 
Fx) <E < F(x) (7-61) 
则 线性 近似 的 随机 子 样 的 抽样 值 为 : 


6 -F(x1) 
F(xi) - F(xi1) 
如 果 随 机 变量 是 连续 的 ， 但 是 直接 抽样 中 的 分 布 函数 求解 较为 困难 ， 那 么 可 以 对 分 布 
函数 进行 某 一 种 近似 ， 并 将 其 代 换 随机 子 样 = F-'(&) ， 以 简化 抽样 的 计算 。 例 如 正 态 
分 布 的 分 布 函数 为 : 


Xr = 和 -1 十 (zi ~ xi1) (7-62) 


F(X) = 本 adx = (7-63) 
显然 ， 该 积分 很 难 有 解析 的 表示 。 现 在 对 分 布 函数 的 反 函 数 进行 有 理 逼 近 。 令 1 = & 
-0.5,y = V -2Int ， 则 相应 的 随机 子 样 为 : 


2 
和 = sign() { -i 7-64 
太志 T+bY + by + by 人 的 


式 中 , sign(1) 是 符号 函数 ，! >0 时 取 正 号 ， 反 之 取 负 号 。 
7.2 用 蒙特 卡 罗 方 法 求解 随机 微分 方程 


我 们 把 描述 随机 过 程 的 朗 之 万 方程 、 福 克 一 普 朗 克 方程 统称 为 随机 微分 方程 。 用 蒙特 
卡 罗 方 法 求解 随机 微分 方程 ， 是 一 个 十 分 有 效 的 途径 。 以 下 按照 由 简单 到 复杂 的 循序 渐进 
的 步骤 ,介绍 几 种 用 蒙特 卡 罗 求 解 随机 微分 方程 的 具体 方法 。 


7.2.1 求解 朗 之 万 方程 
考虑 在 过 阻尼 情形 〈 忽 略 惯性 项 的 影响 ) ， 驱 动力 中 有 白 噪声 的 朗 之 万 方程 ; 
x(t) = f(x) +é(1) 
(é(D)) =0 (7-65) 
(é(1)¢(s)) = 2D8(1 - s) 
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方程 中 的 &(t) 表示 的 仍然 是 白 噪声 , /(x) 是 外 界 对 系统 的 作用 ， 品 声 强 度 满足 涨 落 
耗 散 定理 。 对 方程 式 7-65 中 的 第 一 个 方程 在 时 间 间 隔 (t,t + At) 内 求 积 分 ， 有 : 


三 :om = {Axa + fe) (7-66) 


如 果 所 考虑 的 时 间 间 隔 At 极 小 〈 当然 应 该 比 噪声 的 相关 时 间 长 许多 ) ， 则 有 瞬间 的 外 
作用 可 视 为 平均 作用 ， 则 式 7-66 变形 为 : 


s(t + AD -x(D = zx(D)At+ él) (7-67) 

如 果 令 瞬时 的 涨 落 冲 量 表示 为 : 
TO) = 三 eu (7-68) 
T(t)) =0 (7-69) 


注意 ， 上 式 中 的 尖 括 号 表示 对 系统 的 平均 ， 则 At 内 的 平均 涨 落 强 度 可 以 表示 为， 
PD = 扩大 (GD6Ca))dandm 


=2p[ acs, 本 


=20| gs, = 2DAt (7-70) 
由 样本 方差 的 运算 ， 相 应 地 得 到 涨 落 冲 量 的 表示 为 : 
T(t) = V2DAtw， (7-71) 


式 中 , w, 是 标准 高 斯 随机 数 。 于 是 由 系列 均匀 的 时 间 间 隔 At 及 在 其 内 所 受到 的 涨 落 作用 
式 7-71 可 以 模拟 出 对 应 的 布朗 粒子 的 轨道 x(+) 的 数值 表示 ， 将 其 累加 ， 即 可 得 到 对 应 的 
在 一 定时 间 范围 内 的 单 布朗 粒子 的 运动 轨道 。 这 种 求解 方法 称 为 欧 拉 〈 Eular) 方法 。 当 
然 这 种 方法 有 较 大 的 误差 。 

如 果 把 外 界 作 用 f(x*) 进行 泰勒 展开 ， 并 取 到 线性 项 (一 级 项 ) ， 于 是 方程 式 7-66 变 
形 为 : 


s(t+ hn) -x(D0) = 三 [rz(D) + UD ss) -xs(D)] 由 + 人 690d 


=Ax(0)) ar + HAD Lx) -#1ds + TD) (772) 
上 式 实际 上 表示 了 从 :时 刻 起 ， 到 + + At 时 刻 的 时 间 内 单 布朗 粒子 的 运动 轨道 。 在 上 

式 第 二 等 式 的 积分 因子 中 ， 方 括号 内 的 函数 应 该 包含 随机 力 的 作用 : 
x(s) -x(1) = f(x(1))(s -1) + [Gd (7-73) 


于 是 描述 单 布朗 粒子 轨道 的 朗 之 万 方程 在 时 间 间隔 Ar 内 的 解 的 形式 为 : 


s(t + AD -x(0) =x(D) ) ar + EA) Ar 


+ EA ds [6s) ds rm (774) 


T(t) = V2DAta， (7-75) 
式 7-75 中 ow 是 随机 样本 出 现 的 频率 。 定 义 式 7-74 中 的 双重 积分 为 随机 作用 冲 量 
T(t): 


T(t) =[ fe) as (7-76) 
(T(t)> =0 (7-77) 
则 相应 的 作用 冲 量 的 强度 为 : 
(B = fas fg) eG ) astdss 
=20[ as fas facst si) dsldss (7-78) 


至 此 ， 同 样 地 给 出 了 单 布朗 粒子 在 一 定 噪声 分 布下 的 运动 轨道 。 
如 果 驱 动 布朗 粒子 的 噪声 是 与 空间 有 关 的 分 布 ， 也 就 是 乘 性 噪声 ， 所 对 应 的 过 阻尼 情 
形 的 朗 之 万 方程 可 以 写 为 : 


X(t) =/(x) + g(x)é(t) (7-79) 
对 应 的 随机 因子 仍然 满足 涨 落 耗 散 定理 : 
(é(1)) =0, (é(1)¢(s)) > 2D5( -s) (7-80) 


在 时 间 间 陋 [t,t + At] 内 对 式 7.79 关于 时 间 求 积分 ， 得 到 ， 
[9a = {Ara + [ee(D)6(9s 


= 三 [re(o) + Mx(s) -#00))]as + 


[ [eCs()) + Ex) -xD)]Cod (7:81) 
利用 噪声 驱动 位 移 的 关系 : 
#5) -x(0 = lz(D0)( -9 +e(s(D)) [és) ds (7-82) 
得 到 布朗 粒子 的 微分 轨道 为 : 


z(t + At) -x(t) =f(x(t))At + 方志 Ax(0)) ae + 
elx(0)) Lf asf eG) + ez) [eld + 
[AO) s+) +e(z()) [Cs) ds ES) ds 


f(A + LAD A te(x()) UTD) + ex OTD + 


“167: 


矶 
/EGs -de + el és0)dsf és) (7-83) 


上 式 中 的 最 后 两 项 可 分 别 计算 为 : 


(CD = Gs -és)aT,(s) = /LA (0) + Tl)] (7-84) 
(2) =g a8 [eC)d Ts) = gE rar,(s) =0 (7-85) 
式 7.83 - 式 7-85 所 描述 的 既是 乘 性 噪声 所 驱动 的 单 布 妆 粒 子 的 运动 轨道 ， 当 然 是 一 


维 的 情形 。 
对 于 一 般 阻尼 情形 ,必须 考虑 惯性 项 。 此 时 的 朗 之 万 方程 具有 一 般 的 形式 : 


Md + UD) = T(t) | a 
T(t)) =0, (T(DT(sS)) = Vink,T8(t - s) 
用 力 的 形式 表示 势能 的 梯度 ， 令 
aa) = 多 人 v= (7-87) 
则 朗 之 万 方程 可 以 写 为 降 阶 后 的 简洁 形式 : 
2 = 
7-88 
二 2 


采用 线性 近似 求解 式 7-88。 对 式 7-88 的 两 个 方程 关于 时 间 间 隔 求 积分 ， 在 线性 近似 
下 ,， 有 : 
X(t) -x(t) =v*(t -1t) = AL 
Ll 1 1 (7-89) 
z0 0D) = Do 0D) + AD)) -9+ 二 [rd 
于 是 相应 [1,t + At] 内 的 单 布朗 粒子 轨道 (位 移 元 ) 为 : 
x+ AD) -xD = 站 node = Lo + 0) ~ ol) ae 
= AD +3 (A + Tf ar rs)ds (7.90) 
而 相应 的 速度 变化 (相对 于 式 7-86 求 积分 ) 为 : 
v(t + At) -v(t) =- 2 +u(t) ~ v(t) J]de’ + tr [zco) + 
(x(t') -x(D)) ]ar + Ef rear 
= A) -oar + Lf at+ 
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LAA) + LT ) de (7-91) 
2m ox m 


而 速度 差 的 积分 则 为 : 
[ON A 
Lf ar[ ras 《7-92) 
如 果 令 : 
六 (0 = [ reyar, ri = [uf ra (7.93) 


于 是 得 到 一 般 阻 尼 情况 的 朗 之 万 方程 在 小 时 间 间隔 . 4 + At] 内 的 轨道 元 和 速度 元 为 : 
(t+At) = x(0) + ( - 卫 a 中 Ar + ) (AD? + HT) 
2m 


vt+ at) = [1 -Dar + (2) CA)? + CAD] + 


pe -2 埃 A)/(*()) “At + LT) -也 六 


m 


T(t?) = VinhT AL ow 
T(t) = VInhT AL AL (全 + - 
注意 ， 这 里 所 得 到 的 是 渐进 形式 的 解 。 
7.2.2 求解 福 克 一 普 朗 克 方 程 (FPE) 


在 前 面 第 三 章 ， 我 们 介绍 了 福 克 一 普 朗 克 的 解析 求解 方法 。 在 那里 ， 所 得 到 的 解 只 能 
是 近似 解 。 福 克 一 普 朗 克 方程 (FPE) 和 朗 之 万 方程 (IE) 从 不 同 的 层面 描述 了 同一 个 
问 LE 描述 的 是 单 粒 子 的 布朗 运动 ， 而 PPE 描述 的 是 布朗 粒子 运 
动 的 系统 行为 。FPE 来 自 于 LE 的 统计 平均 。 因 此 ， 从 根源 来 看 ，LE 和 FPE 具有 等 价 性 。 
在 这 里 ， 基 于 LE 的 蒙特 卡 罗 求解 方法 ， 得 到 FPE 中 的 第 一 、 第 二 阶 矩 ， 从 而 实现 LPE 的 
求解 。 

在 过 阻尼 情形 下 的 朗 之 万 方程 为 : 

x(1) = a(x,t) +b(xzt)E(tD) 
《(D)》= 0 (7-94) 
(E€(D)é(1)) = 6(t — 1°) 
从 此 方程 出 发 得 到 的 等 价 的 福 克 一 普 朗 克 方程 为 : 


, | 
SPE ED) Pe) ] + ELD (ed) P(t)] (0795) 


pa 


在 FPE 式 7-95 中 , Do, 是 漂移 系数 ， 表 示 了 外 场 作用 的 影响 ; D 是 扩散 系数 ， 表 示 
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热 浴 涨 落 对 布朗 粒子 作用 。 

福 克 一 普 朗 克 方程 解 表达 式 中 ， 短 级 数 展 开 是 一 种 基本 形式 。 而 求 拓 级 数 表达 式 的 主 
要 任务 则 是 求 克 莱 默 斯 一 莫耶 尔 展开 系数 D" (x,t) 。 克 莱 默 斯 一 莫耶 尔 展开 系数 定义 为 
长 时 近似 下 的 位 移 方 均 的 系统 平均 : 


D(x) = 吉 如 起 (x(t+ AD -xD)2》 (n=1,2,3,) (736) 


从 前 面 的 LE 的 蒙特 卡 罗 方 法 解 的 形式 可 知 ， 克 莱 默 斯 一 莫耶 尔 展开 系 数 中 的 系统 平 
均 量 就 是 LE 的 解 。 因 此 ， 从 LE 出 发 ， 可 以 求 出 式 7-96 中 的 系统 平均 量 。 对 式 7-94 关于 
时 间 求 平均 ， 则 有 : 


a a 
x(t+At) -x(t) = f a(x(t") ,4") de + b(x(#°) ,2 ) T(t) de (7-97) 
将 系数 a(x(t') ,t") 和 6b(x(1") ,1") 在 x(+) 展开 ， 有: 


alx(0) ,0) = ax(D 0) + Lx) -<(D] + 


(7-98) 
(x1) ,4) = bz(D 2) + [x(t) -x(D] + 
将 式 7-98 代入 LE 的 形式 式 7-97， 得 到 : 
六 
xz(t+ AD -x(D = 人 az(D0 de + fa) ,0) + 
0D) ,0) (0) x(t)]dt + + 
本 6 
『 b(x(2) ,2 ) T(t ) de + b(x(t) ,1') + 
WD) 2) [x1) x(D)IT() de + (7-99) 
在 对 x(t) - x(t) 进行 一 次 迭代 后 得 到 : 
re [ as) er + [oC ,rar (7-100) 


于 是 最 后 有 : 
z(t + At) -x(t) = 三 (xz(o) dt + 人 te OE + 


APO) Tae + 
[Wr + Ep) a oa) ,Yar + 
[Dp rf bx) ,yar (7-101) 


应 该 注意 到 ， 式 7-101 右 端 包含 了 奇数 个 因子 (1) 的 项 ， 其 关于 时 间 的 平均 为 0; 
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含有 偶数 个 (0) 因子 的 项 中 ,除了 ”站 3 了 (2) ae] ea(z(9 ,299 外， 其 他 项 
关于 时 间 的 平均 至 少 是 时 间 间 隔 的 二 级 小 量 0( At)”， 可 以 忽略 。 因 此 有 : 
(z(t+ 280) -x(D)) = es a + (EEOO FN) dr x 


[ oC) ear) + OC An) (7-102) 
对 于 上 式 的 第 二 项 ， 在 随机 积分 的 意义 下 ， 为 零 ; 而 在 Stratonovich ， 则 为 : 
Dr) ,At (7-103) 
于 是 密度 函数 级 数 解 的 一 阶 矩 在 伊 腾 (jio) 意义 的 情形 为 : 
DY (x,t) = alx,t) (7-104) 
而 在 Stratonovich 意义 下 的 一 阶 矩 则 为 : 
DY = az,t) + r,t) (7-105) 


由 同样 的 分 析 过 程 ， 得 到 如 下 关系 为 : 
《GaxGt+ aD) -#0)) =(([ ba TY dr) ) + oC) 


=b° (x(t),t) * At + O(Ar) (7-106) 
于 是 得 到 密度 函数 寡 级 数 展 式 中 的 二 阶 矩 为 : 
Do)(x,t) = 直 熙 忘 ((x(t + At) - x(t))2》= gt) (7-107) 


而 大 于 二 阶 的 矩 则 为 零 : 
DO (x,t) = 二 到 起 ((x(t +AD) -xz(D)")》=0，n>0 (7-108) 
至 此 ， 我 们 用 蒙特 卡 罗 方 法 构造 了 福 克 一 普 朗 克 方 程 解 的 震级 数 展 式 中 的 各 阶 条 。 
7.2.3 ”随机 的 龙 格 一 库 塔 算法 
对 于 一 阶 的 常 微分 方程 ， 可 将 其 写 为 : 


z= F(x) (7-109) 
采用 龙 格 一 库 塔 算法 的 解 形似 为 : 
x(1 + At) = x(t) + Ai[F +F,] (7-110) 
式 中 的 两 个 系数 函数 定义 为 : 
F, = F(x(t)) 
Fs = F(x(1) + AtF,) (7111) 


= F(x(t)) + F(x(t)) AL F, 
这 


于 是 一 阶 常 微分 方程 在 小 时 间 间 隔 At 内 的 解 的 形式 为 
x(t + At) =x(t) + 二 At[2F(z(D)) +F'(x(t)* AL.F)] 


=x(t) + FAt+ (ADF(x() )F'(x()) (7-112) 
注意 ， 这 是 在 二 阶 近 似 下 的 形式 。 


对 于 含有 噪声 的 常 微分 方程 ， 也 就 是 朗 之 万 方程 ， 人 们 所 熟悉 的 一 阶 的 形式 为 : 


t=/(x) +é(1) 
(#(1)) =0 


(7-113) 
(€(1)¢(s)) = 2D5( - s) 
在 龙 格 一 库 塔 算法 下 ， 其 解 的 形式 为 : 


过 i 
z(t +At) -x(t) = f(x(s)) ds + é(s)ds 


= 二 At [FP + 及] + VD A wm 


(7-114) 
上 式 中 的 系数 定义 为 函数 : 


F=f/(x(t) + V2D AP) 


] (7-115) 
F, = f(x(t) +Al 局 +VID Ap) 


式 7-115 中 的 3 个 系数 wo,p,,9; 是 三 个 彼此 独立 的 标准 高 斯 变量 。 
将 关于 At 的 项 视 为 小 量 ， 系 数 函 数 在 x*(1) 点 展开 得 到 : 


F=f(x(t)) +f/'(x(t)) V2D: AL， (7-116) 
F(x(t)) =/(x(t)) +f (x(t)) At F(x(t)) + vV2D AP] 


=f(x(2)) +f'(x(t)) [At f(x(t)) +A xz(D)) 
v2D .AL p] +f'(x(t)) V2DAt * 9, 


(7-117) 
于 是 在 At 内 的 解 的 形式 为 : 


x(t+At) =x(t) + At* f(x(t)) + (AD (0)) +R(t) (7-118) 
这 里 , R(1) 定义 为 : 


R(t) = VIDA: po + At [DA :f(x(0)) (pr + ps) + 


(A (x()) VBS mw 


(7-119) 
由 于 独立 随机 数 po ,pi ,yp 的 存在 ， 式 7-119 所 定义 的 函数 具有 以 下 性 质 : 


《R(D)》= 0 
相应 的 二 阶 原点 矩 为 : 


(7-120) 
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《( 尼 (D》= 2DAKPa》+2D(AD2(z(D))(po(Pp +9z)》+O(CCAD) 7) (7-121) 
由 于 随机 变量 有 下 述 关 系 : 


《ma》= 1，《〈wo(p +p)) = 证 (7-122) 


于 是 随机 变量 R(:) 的 一 、 二 阶 矩 为 : 


R(1) = V5DAr.w +/'(x(t)) VDA (全 + (7-123) 
(R(t)) =2DAt + D(AL)f’(x(t)) +OCCAD2) (7-124) 


至 此 ， 使 用 龙 格 一 库 塔 算法 ， 我 们 得 到 了 小 时 间 间 隔 At 内 过 阻尼 情形 的 朗 之 万 方程 
的 解 的 形式 。 由 此 ， 可 累加 平均 而 得 到 系统 的 轨道 。 
7.3 ”蒙特 卡 罗 方 法 对 主 方程 的 模拟 


在 非 平衡 系统 中 ， 主 方程 描述 了 系统 中 的 输 运 现象 (各 种 存在 的 流 ) 。 因 此 模拟 和 研 
究 主 方程 的 各 种 特性 具有 极为 重要 的 意义 。 


7.3.1 蒙特 卡 罗 方法 对 主 方程 差分 解 的 模拟 
我 们 用 矢量 x(1) 表示 系统 的 某 个 状态 ; P(x(1) ,t) 是 系统 在 :时 刻 处 于 状态 x(1) 的 
儿 率 分 布 。 则 处 于 状态 x(1) 的 系统 参量 4,(x) 的 系统 平均 为 : 
(h(x)) = fA) P(x, dr (7-125) 


由 P(x(4) ,t) 的 统计 性 质 知 , P(x,1) 20, P(r, adr = 1 在 所 有 的 时 间 对 于 主 方程 均 
成 立 : 


PC) - = [we ox) P(r,t) de’ — [em ,DPCrt)dr' 
(7-126) 


P(x,t) |,.o = S(x) 
式 中 ,W(x' 一 x,!) 是 跃迁 概 率 函数 (从 空间 状态 x' 跃迁 到 空间 状态 x 的 概率 ), 5S(x) 是 
系统 的 初始 密度 分 布 函 数 ， 具 有 归 一 性 。 为 书写 方便 ， 令 : 
W(x, de’ = W(x,t) (7-127) 
上 式 表示 在 时 刻 上 处 于 状态 x(1) 的 系统 ， 在 单位 时 间 内 发 生 跃 迁 的 总 次 数 ( 跃迁 速 
率 ) 。 于 是 主 方程 变形 为 : 
ED + Wx) = [We dP a 
(7-128) 
P(x,t) |,.o = S(x) 
考虑 最 简单 情形 ， 如 果 唉 迁 几率 函数 W(x' 一 x,t) 是 空间 均匀 的 ， 即 W(x’ 一 x,t) = 
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常数 c, 则 有 如 下 关系 成 立 : 


W(x,t) = cY 
1 | (7-129) 
P(x,t) = S(x)e™+ 地 (Y= e™) 
在 长 时 近似 下 ， 系 统 趋 于 稳定 ， 则 有 下 述 关系 : 
limP(x,D) = 二 (7-130) 
即 系统 最 终 走 向 平衡 ， 达 到 定 态 。 
如 果 在 某 时 刻 1, 以后， 概率 随时 间 的 变化 为 零 : 
P(x,t) We (7-131) 
于 是 主 方程 变 为 : 
W(x PGE) = {Wx’ rx) P(r,t) dr’ (7-132) 
特别 的 ， 从 某 个 时 刻 起 ， 系 统 细致 平衡 成 立 ， 即 
W(x —x,t) P(x,t) = W(x—x',t)P(x',t) 
从 主 方程 可 知 ， 有 : 
P(r) 1 (7-133) 
亦 即 : 
P(x,t) = P(x) (7-134) 
于 是 系统 处 于 稳定 态 。 


对 小 时 间 间 隔 ， 可 以 把 主 方程 的 几率 密度 的 时 间 导 数 写 为 差分 形式 : 
Pst + AD) — P(E) + 阮 (z,t)P(z,t) = [Wx' x P(x',t) dr (7-135) 


At 
在 系统 稳定 后 ， 上 述 方程 则 变形 为 : 
P(x,t + At) = [1 - AtW,(x,t) JP(x,t) + At [Wx' x) P(x’,t) dx’ (7-136) 


当 跃 迁 速率 为 常数 时 ， 即 到 (xz,t) = Wo = C 时 ， 取 At = 1/ 册 为 系统 每 发 生 一 次 跃迁 
所 需要 的 时 间 ， 则 稳定 后 的 主 方程 为 : 


Pr .t+At) = Jr rt) P(e) dx’ (7-137) 
上 式 中 的 平均 跃迁 密度 定义 为 : 
W(x rt) = 让 We) > 0 (7-138) 
E 
[Wx dr =1 (7-139) 
+ 


.174 . 


对 于 n 次 唉 迁 的 描述 ， 只 要 取 + = n* +， 并 令 P(x,t) = P(x,nAt) = P(x),n = 0， 
1,2,…。 于 是 有 : 
PCz) = [W(x rt) P(x) de’ 
Y (7-140) 
Po(r) = S(x) 
如 此 一 来 ， 任 意 时 刻 :的 密度 分 布 的 随机 子 样 可 以 由 以 下 过 程 产生 : 
(1) 初始 状态 x。 由 初始 分 布 S(x。) 产生 ; 
(2) 任意 状态 x, 给 定 后 , x,, 由 多" (x' 一 x,t) 抽样 产生 。 
这 里 由 1P,(x,) | ,顺序 抽样 产生 |x,1 ,的 过 程 ， 可 以 采用 Metropolis 方法 。 在 Metrop- 
olis 方法 中 的 每 一 次 抽样 ， 是 某 个 满足 主 方程 的 系统 在 Al 时间 内 ， 由 一 个 状态 到 另 一 个 状 
态 的 一 次 跃迁。 跃迁 函 数 等 价 于 马尔 可 夫 转 移 概率 函数 。 
如 果 跃 迁 速率 仅 显 含 时 间 ， 于 空间 变量 无 关 W(x,t) = W(t) ， 则 产生 一 次 跃迁 所 用 
的 时 间 At = 1XWo(6) 与 时 间 有 关 : 
htht= DA = eo At = WW (7-141) 
如 果 路 迁 速率 与 空间 x 、 时 间 + 均 有 关 ， 不 妨 设 跃迁 速率 为 有 界 函 数 W,。= 
max( 双 (xz,t) ) 。 于 是 主 方程 可 以 写 为 : 


P(E,t) + Wo P(xt) = [Yd PD) 


(7-142) 
P(x,t) |,.o = S(x) 
这 里 的 假想 跃迁 函数 定义 为 : 
Wx’ 一 zt) = Wx sx,t) + [Wo ~ W(x',t)6(x -x')] (7-143) 
显然 ,假想 跃迁 函数 具有 特征 : 
[W(x' r,t) de = Wo = const, YE 了 (7-144) 


利用 印 (x' 一 x,t) ， 与 跃迁 函数 为 常数 时 的 情况 相 类 似 ， 取 At = 1/W,。,， 则 有 主 方 
程 的 形式 ， 


P(x) = {W(x’ st) Px) de 


n = 0,1,2,3,° 人 
P(x) = S(x) 
上 式 中 的 跃迁 函数 定义 为 
LC = 了 人 + 0 :D(x x) (7-146) 
该 函数 具有 性 质 : 


“3 


[i Gr) =1 (7-147) 
Y 


因此 可 以 用 与 常 跃 迁 速率 情形 一 样 的 方法 求解 。 不 同 之 处 在 于 以 下 两 点 : 
(1) 对 于 概率 多 (x',t)/W。，, 由 跃迁 函数 W(x' 一 x,t) 抽样 状态 量 x; 
(2) 对 于 概率 1 - (了 (zx' ,07W。) ， 则 所 取 随 机 子 样 为 x = x'。 


7.3.2 蒙特 卡 罗 对 主 方程 的 直接 模拟 
主 方程 的 一 般 形式 为 ; 


GD 4 WC Pt) = [Wx it) P(e) dre’ = Q(x,t) 
4 


(7-148) 
P(x,t) ,0o = S(x) 
该 方程 的 形式 解 为 : 
P(x,t) = [QDe lemma + S(x)e-br (7-149) 
引入 函数 : 
1,s=0 
(s)) =1 (7-150) 
"0 = {0 0 
于 是 相应 的 主 方程 的 形式 解 为 : 


Plx,t) = 人 [LOGee) +8()S(z)]eTeeowm nl rd (7-151) 
带 人 函数 : 


Q(z) = [Wx' x) P(r’) dr’ 
4 


= {{[ LQG’,e) + 8(0SCc) eeowa(t 0) Wx’ xt) de}dr’ (7-152) 
作 函 数 代 换 ， 令 : 

Q(x,1) = Q(x,t) + S(x)6(1) (7-153) 

最 后 得 到 主 方程 的 积分 形式 : 
Q(x,t) = {{[ Qe ) eben -We 一 soDdrjar 
4 (7-154) 

P(x,0) = [ Q(x De fre r) dr 

根据 上 述 的 积分 形式 ， 可 以 将 直接 模拟 的 过 程 分 为 两 个 步骤: 首先 根据 初始 的 分 布 
5(x) 抽样 出 初始 状态 x。。 以 后 的 各 个 状态 均 由 该 初始 状态 经 马尔 可 夫 过 程 演化 而 来 ， 即 


中 间 的 任意 第 n+1 个 状态 是 由 第 n 个 状态 演化 而 来 。 因 此 ， 当 状态 (x, ,i,) 确定 后 ， 下 
一 个 状态 (x ,tw ) 将 由 下 列 分 布 抽样 确定 : 


. 176 ， 


Cr > Xan shan) (7-155) 


W(x) el nt -th) [AEN] 


也 就 是 说 ， 时间, 由 隆 "W(x,,4) dh, = -Ing 所 确定 ， 这 里 的 所 满足 下 述 关系 : 


站 三 ef Vee), (7-156) 
而 空间 参量 x,,, 则 由 下 式 确定 : 


Wx, > Xo stant ) 
W(x stn ) 
则 时 间 相关 的 平均 量 为 : 
(4.(x)) = 市 元 PD AGH ) elo ,ne 00) (7-157) 


至 此 ， 我 们 可 以 模拟 得 出 由 主 方程 所 描述 系统 的 某 个 物理 参量 的 平均 值 。 
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8 分子 布朗 马达 


分 子 布朗 马达 简称 为 分 子 马达 ， 其 主要 的 内 在 含义 是 远离 平衡 态 的 空间 周期 系统 中 的 
定向 输 运 ， 强 调 定向 输 运 ， 也 涉及 到 扩散 输 运 。 对 于 分 子 马达 的 研究 动机 ， 是 起 源 于 人 们 
企图 从 无 规 的 随机 涨 落 之 中 获取 有 用 的 功 ， 以 及 对 一 些 复杂 系统 的 运行 机 制 (微观 生物 
结构 、 化 学 动力 学 ) 的 合理 解释 。 

要 构成 分 子 马达 ， 除 了 要 求 热平衡 被 破坏 以 外 ， 还 必须 本 质地 要 求 存在 有 反对 称 破 缺 
的 空间 周期 性 结构 中 的 定向 输 运 。 要 达到 此 目的 〈 构 成 布朗 马达 或 单一 、 复 合 的 井 轮 系 
统 ) ， 通 常 有 三 种 方法 。 第 一 种 方法 是 反对 称 空间 的 周期 性 系统 ， 此 系统 中 可 以 不 存在 非 
平衡 扰动 而 典型 地 包含 了 一 些 种 类 的 周期 的 和 反对 称 的 棘 轮 势 。 第 二 种 方法 是 非 平 衡 扰 
动 ， 要 求 这 种 非 平衡 扰动 是 无 偏 的 ， 相 应 地 体现 出 了 反对 称 空间 的 动力 学 。 第 三 种 方法 是 
产生 于 耦合 系统 的 效应 ， 存 在 于 完全 对 称 的 非 平 衡 系 统 ， 也 即 是 自发 对 称 破 缺 的 形式 。 显 
然 ， 热 平衡 的 被 破坏 和 空间 的 反对 称 这 两 个 条 件 对 于 产生 通常 的 所 谓 棘 轮 效应 ( 表现 出 
空间 周期 系统 中 的 定向 输 运 ) 是 充分 的 。 

分 子 马达 的 具体 模型 主要 针对 小 标 度 系统 ， 此 中 的 热力 学 噪声 为 主要 因素 ， 在 真实 系 
统 的 热 环境 中 ， 热 力学 噪声 具有 结构 。 对 于 输 运 ， 不 可 避免 地 要 考虑 具有 耗 散 影 响 的 系统 
动力 学 。 除 了 瞬时 现象 之 外 ， 与 单一 热源 相 接触 的 空间 周期 系统 必须 服从 热力 学 第 二 定 
律 。 附 加 的 确定 性 的 或 随机 性 的 扰动 将 驱使 系统 离开 平衡 态 ， 对 于 驱动 ， 在 此 仅仅 限制 考 
虚 简 化 的 随机 过 程 原形 或 周期 性 的 驱动 。 在 分 子 布朗 马达 中 ， 所 考虑 的 扰动 是 无 偏 的 ， 也 
既是 扰动 关于 时 间 的 、 空 间 的 、 系 统 的 平均 均 为 零 。 从 物理 的 角度 看 ， 扰 动 可 以 是 外 加 的 
(通过 试验 手段 ) ， 也 可 以 是 内 部 结构 的 〈 例 如 在 不 同 温度 的 第 二 热 浴 或 非 热 浴 效 应 ) 。 

在 此 ， 主 要 考虑 两 类 经 典 的 棘 轮 系统 ， 这 些 经 典 的 棘 轮 系统 具有 以 下 总 体 的 特征 : 第 
一 类 系统 称 为 脉动 (跳动 ) 棘 轮 。 这 一 类 坝 轮 的 周期 性 或 非 平 衡 扰动 产生 于 随时 间 而 变 
的 势 的 性 状 ， 而 与 势 的 空间 周期 无 关 。 第 二 类 系统 称 为 倾斜 二 轮 。 在 这 一 类 坏 轮 中 ， 非 平 
衡 扰动 的 作用 犹如 附加 的 驱动 力 ， 在 平均 角度 上 具有 无 偏 性 。 总 体 来 说 ， 这 两 类 坏 轮 的 复 
合 形式 也 是 允许 的 ， 但 是 复合 后 所 表现 出 来 的 却 是 差异 很 大 的 特征 。 在 目前 所 有 来 轮 系统 
中 的 平衡 和 反对 称 破 缺 的 描述 仍然 是 数值 模拟 的 ， 在 很 多 实例 中 预言 的 定向 输 运 远离 了 观 
测 值 ， 但 还 没有 涉及 到 其 量子 效应 。 在 一 些 特殊 情形 ， 除 了 具有 有 零 流 发 生 以 外 ， 并 没有 真 
实 的 流产 生 ， 这 一 类 特殊 环境 往往 由 一 些 参数 的 精细 结构 产生 。 在 某 些 特殊 环境 中 ， 随 着 
参数 的 变化 ， 定 向 输 运 流 的 符号 (方向 ) 相应 发 生变 化 ， 我 们 称 之 为 流 的 反 转 。 而 另 一 
类 和 零 流 信号 的 特征 则 是 要 追溯 到 对 称 性 的 原因 而 非 参 数 的 精细 结构 。 

对 于 布朗 马达 研究 是 交叉 学 科 的 产物 ， 其 发 展 和 演化 ， 原 由 于 许多 线索 。 一 些 相同 的 
基本 的 原则 揭示 于 不 同 的 领域 。 因 此 ， 许 多 文献 中 关于 分 子 马达 的 研究 的 历史 说 法 不 一 。 
在 此 以 时 间 为 线 素 ， 简 要 叙述 分 子 马达 研究 的 历史 回顾 。 

虽然 一 些 棘 轮 效应 的 轮廓 早已 隐 含 于 Archimedes 、Seebeck 、Maxwell 、Curie 等 人 的 工 
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作 之 中 ,但 是 斯 莫 洛克 沃 斯 基 (Smoluchowski) 在 1912 年 的 思想 实验 所 得 出 的 极为 惊奇 
的 结论 (在 与 单一 热 浴 相 接触 的 空间 反对 称 系统 不 存在 定向 输 运 ) 也 许可 以 考虑 为 第 一 
个 可 获取 的 主要 贡献 。1950 年 Brillouins 提出 的 悖 论 也 许可 以 作为 斯 莫 洛克 沃 斯 基 (Smol- 
uchowski) 的 违背 直觉 的 观点 的 一 种 变化 。 接 下 来 的 主要 发 展 步骤 是 著名 的 Feynman 简 
述 ， 关键 点 是 他 将 前 面 的 单一 热源 扩展 为 不 同 温度 的 两 个 热 浴 。 在 此 ，Feynman 预言 了 当 
第 二 热 浴 加 入 后 ， 坦 轮 效应 就 会 自动 显露 出来， 使 得 Brillouins 类 型 与 Seebeck 效应 相对 
应 。Seebeck 效应 是 Seebeck 在 1822 发 现 的 ， 当 然 没 有 涉及 到 微观 棘 轮 势 的 观点 。 可 以 
说 ， 分 子 马达 的 莫 基 人 应 该 是 Brillouins 和 Feynman。 

近年 来 ， 随 着 物理 学 与 生物 学 、 化 学 等 学 科 交 叉 的 不 断 深入 ， 不 断 揭示 了 细胞 内 输 
运 、 蛋 白质 折 辣 过 程 、DNA 结构 序 中 的 粒子 、 分 子 泵 的 微观 机 制 ， 使 得 分 子 马达 的 研究 
成 为 了 引 人 注 目的 热点 ， 形 成 了 分 子 马达 发 展 的 另 一 个 线索 。 在 此 领域 ， 分 子 马达 概念 的 
形成 可 以 分 为 几 个 部 分 。 首 先是 A. Huxley 在 1957 年 关于 肌肉 收缩 的 葛 基 工作 ， 这 一 方面 
的 研究 被 几 代 人 一 直 持续 到 了 20 世纪 90 年 代 。 关 于 分 子 泵 ， 其 突破 点 在 于 对 预先 知道 的 
具有 棘 轮 效应 的 由 (Tsong 等 人 在 1986 年 发 现 的 ) 实验 事实 的 理论 解释 : 极为 重要 的 反 
对 称 导致 了 整流 、 热 力学 涨 落 ; 根据 居 里 (Curie) 原则 ， 在 许多 已 知 的 细胞 输 运 过 程 中 ， 
酶 的 非 平衡 耦合 影响 到 了 力 流 。 以 上 的 这 些 研究 ， 第 一 次 引入 了 服从 于 近 平衡 区 域 的 线性 
响应 的 量子 微观 模型 。 

在 物理 研究 方面 ， 表 现在 磁场 中 的 电压 整流 形式 的 韩 轮 效应 (无 偏 流 ) 已 经 由 实验 
所 观测 到 ， 而 理论 解释 则 在 20 世纪 60 年 代 末 给 出 。 更 进一步 的 定向 输 运 ， 用 在 对 称 性 被 
破坏 的 空间 周期 性 结构 中 、 无 偏 的 时 间 周 期 性 驱动 力 而 引入 ， 这 些 已 成 为 20 世纪 70 年 代 
中 期 数 以 百 计 的 实验 、 理 论文 献 的 主题 。 这 个 范围 的 主要 研究 突破 点 在 所 谓 的 光电 效应 和 
光 反射 相 效 应 。 这 两 个 效应 的 实验 突破 点 在 20 世纪 70 年 代 中 期 出 现 ， 而 理论 框架 则 在 以 
后 的 几 年 中 相继 提出 。 

用 双重 迭 加 的 正弦 量 输入 (频率 为 倍 频 关系 ) 于 空间 周期 的 对 称 系统 〈 所 谓 的 反对 
称 机 械 整 轮 ) ， 可 导致 直流 输出 。 这 种 现象 已 经 在 20 世纪 70 年 代 末 期 在 实验 上 被 证 实 ， 
并 同时 得 到 相应 的 理论 分 析 。 最 简单 的 脉动 或 轮 (开关 丈 轮 ) 效应 已 在 20 世纪 80 年 代 
末期 由 理论 预言 。20 世纪 90 年 代 中 、 后 期 ， 重 新 构造 出 了 崭新 的 独立 的 开关 韩 轮 和 倾斜 
塘 轮 。 

综 上 所 述 ， 可 以 得 出 这 样 的 结论 :目前 的 分 子 马达 (布朗 马达 、 束 轮 势 ) 的 研究 对 
象 是 空间 周期 性 破 缺 的 、 具 有 系统 克 合 的 、 具 有 非 平衡 涨 落 的 系统 。 研 究 的 方法 因此 必 人 然 
是 相应 的 统计 动力 学 方法 、 相 变 理论 等 。 应 用 领域 涉及 到 生物 、 化 学 等 。 


8.1 分 子 马达 的 基本 概念 和 现象 
8.1.1 斯 莫 洛克 沃 斯 基 束 轮 一 费 受 吉 轮 


8.1.1.1 基本 概念 

如 果 我 们 能 够 随心 所 欲 地 将 微观 运动 的 粒子 的 能 量 提取 出 来 用 在 其 他 方面 ， 这 将 使 得 
人 类 社会 的 生活 环境 和 活动 空间 极 大 的 改善 和 扩展 。 在 现实 生活 中 ， 我 们 可 以 通过 各 种 途 
径 将 随机 的 运动 涨 落 转换 为 有 用 的 功 ， 例 如 机 械 自动 手表 ， 各 类 风车 等 。 而 关于 微观 粒子 
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的 情形 ， 早 在 1912 年 斯 莫 洛 克 沃 斯 基 
(Smoluchowski) 就 提出 了 一 个 理想 实 
验 ， 以 图 将 微观 的 涨 落 转换 为 有 用 的 
功 。 关 于 这 一 点 ， 费 曼 在 其 著名 的 物理 
学 讲义 (D) 中 就 作 了 详细 的 说 明和 扩 
展 。 

斯 莫 洛 克 沃 斯 基 和 费 曼 所 提出 的 理 
想 实验 可 以 用 棘 轮 模型 描述 ， 斯 莫 洛 克 
沃 斯 基 一 费 曼 束 轮 示 意图 如 图 8-! 所 
，” 示 。 棘 轮 被 轴 对 称 地 固定 在 轴 上 的 端 图 8-! 
点 ， 轴 的 中 央 轴 对 称 地 固定 一 边缘 绕 绳 
圆 盘 ， 绳 的 一 个 端点 固定 于 圆 盘 ， 另 一 端点 悬挂 负荷 (这 里 用 负荷 小 球 表 示 ) ， 在 轴 的 另 
一 端 轴 对 称 地 固定 翼 轮 。 

斯 莫 洛克 沃 斯 基 棘 轮 的 工作 原理 可 以 叙述 如 下 : 将 整个 斯 莫 洛 克 沃 斯 基干 轮 装置 当 放 
于 热平衡 的 气体 之 中 ， 并 让 其 可 以 自由 地 绕 其 中 的 轴 转 动 。 这 样 一 来 ， 气 体 中 的 运动 的 分 
子 对 于 愤 轮 叶片 将 产生 随机 磁 掩 ， 由 于 随机 碰撞 的 涨 落 和 款 轮 对 于 涨 落 的 选择 性 记忆 
(这 种 选择 性 记忆 可 以 理解 为 : 由 于 井 轮 边缘 的 韩 齿 的 空间 对 称 性 的 破 缺 ， 使 得 环 轮 只 允 
许 具 有 某 一 特定 方向 的 涨 落 角 动 量 驱动 棘 轮 系统 转动 ， 这 一 方向 为 埋 轮 轴 向 的 两 个 方向 之 
一 ) ,将 使 得 整个 二 轮 系统 绕 轴 定向 转动 起 来 。 这 种 定向 转动 ， 将 使 得 绳 上 所 挂 的 负荷 小 
球 逐 次 地 地 被 提升 起 来 。 如 此 一 来 ， 整 个 斯 莫 洛克 沃 斯 基 辐 轮 系 统 就 将 热平衡 态 系统 中 的 
气体 分 子 的 无 规 运动 转换 为 宏观 的 有 用 得 功 (负荷 小 球 的 势能 ) 。 因 此 斯 莫 洛克 沃 斯 基 琼 
轮 实 际 上 起 到 了 旋转 布朗 马达 的 作用 。 此 种 旋转 布朗 马达 由 于 要 求 极 其 精巧 、 细 微 才能 够 
工作 ， 因 此 在 实际 实验 条 件 下 难以 实现 ， 只 能 是 符合 逻辑 推理 的 理想 实验 。 我 们 应 该 充分 
认识 到 将 这 种 理想 实验 付 诸 于 实际 的 重要 意义 。 

然而 让 大 多 数 人 接受 的 热力 学 理论 却 提出 了 对 此 否定 的 结论 : 虽然 我 们 建立 起 了 空间 
的 反对 称 性 ， 但 是 没有 一 种 优势 的 运动 方向 能 够 被 产生 ， 也 就 是 说 不 可 能 在 目前 的 空间 对 
称 性 被 破坏 的 条 件 下 形成 束 轮 的 这 种 特殊 方向 的 转动 。 因 为 在 目前 的 热平衡 系统 中 ， 斯 莫 
洛克 沃 斯 基 整 轮 表现 出 了 第 二 种 永 动机 的 功能 ， 即 从 单一 热源 获取 能 量 对 外 做 功 而 不 对 外 
界 产生 影响 ， 这 就 违背 了 普遍 接受 的 热力 学 第 二 定律 。 问 题 的 症结 在 于 我 们 所 假设 的 翼 轮 
的 工作 ， 类 似 于 麦克 斯 韦 沃 。 由 于 气体 分 子 的 涨 落 碰撞 发 生 于 小 尺度 ， 因 此 滤 爪 就 必须 做 
得 足够 的 小 和 杀 软 ， 以 使 得 棘 爪 能 够 分 辨 一 个 确定 的 涨 落 ， 从 而 在 一 个 涨 落 确定 方向 发 生 
转动 。 正 如 斯 莫 洛克 沃 斯 基 所 指出 的 那样 ， 这 样 小 尺度 的 韩 爪 自身 〈 尺 度 大 小 和 空间 形 
状 位 置 ) 也 要 面临 不 可 忽略 的 热力 学 涨 沙 。 菊 爪 的 涨 落 周期 或 许 要 比分 子 碰撞 的 涨 落 周 
期 来 得 长 ， 以 至 于 当 未 爪 由 于 涨 落 而 抬 起 时 ， 款 齿 能 够 在 其 下 发 生 自由 转动 ， 此 时 的 转动 
在 两 个 方向 的 平均 是 相同 的 ， 因 此 宏观 时 间 间 隔 内 ， 不 可 能 发 生 琼 轮 的 定向 转动 。 在 整个 
热力 学 平衡 状态 下 ( 理 轮 和 翼 轮 周围 的 气体 均 处 于 相同 的 温度 ) ， 微 观 细节 的 定量 分 析 结 
论 始终 满足 细致 平衡 ， 这 正 是 第 二 类 永 动机 的 特征 。 

上 述 平衡 态 下 的 琅 轮 系统 ， 冠 名 为 斯 莫 洛 克 沃 斯 基 束 轮 。 而 费 曼 进一步 地 将 平衡 态 下 
的 棘 轮 系统 所 扩展 成 的 非 平衡 态 下 的 未 轮 系统 (未 轮 和 翼 轮 分 别处 于 不 同 温度 的 气体 之 
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中 ) ， 称 为 费 曼 棘 轮 。 图 8-2 所 示 为 处 于 非 平 衡 状 
态 下 的 具有 两 不 同 温度 热 浴 之 中 的 费 曼 棘 轮 示 意 
图 。 

斯 莫 洛 克 沃 斯 基 和 费 曼 棘 轮 系 统 在 分 子 尺 度 下 
已 经 被 Kelly 在 1997 年 用 实验 所 实现 。Kelly 他 们 
将 三 角形 的 螺丝 连接 到 同一 分 子 的 所 有 成 分 ， 形 成 
的 三 角 桨 轮 类 似 于 环形 的 棘 轮 或 翼 轮 。 形 成 的 环形 
棘 轮 和 翼 轮 之 间 用 单一 的 化 学 键 连接 ， 这 样 就 形成 
了 旋转 的 单一 自由 度 。 利 用 核磁 共振 技术 

图 82 (NMR) ， 所 预言 的 热平衡 系统 中 的 无 优先 方向 的 
旋转 已 被 实验 所 证 实 。 

8.1.1.2 简化 的 随机 模型 -随机 动力 学 的 简单 回顾 

根据 热力 学 第 二 定律 ， 一 方面 我 们 对 斯 莫 洛 克 沃 斯 基 、 费 昌 棘 轮 进行 了 讨论 ， 并 对 费 
曼 、 斯 莫 洛 克 沃 斯 基 棘 轮 的 环境 作 了 亲 明 。 另 一 方面 可 以 看 出 斯 莫 洛 克 沃 斯 基 和 费 曼 的 意 
图 ， 是 要 将 我 们 的 注意 力 引导 到 对 这 个 定律 特别 的 内 容 和 含意 的 发 现 ， 寻 求 出 发 展 方向 的 
更 多 细节 。 在 此 ， 首 先 从 简单 系统 开始 ， 构 造 辐 轮 并 对 其 进行 定量 分 析 。 考 虑 最 为 简单 的 
一 维 空间 的 布朗 粒子 的 运动 ， 根 据 前 面 的 讨论 知道 ， 它 服从 于 朗 之 万 方程 ; 


mm + a = + (8-1) 


式 中 ，m 是 布朗 粒子 的 质量 ; y 是 黏 洁 系数 ;#(+) 是 随机 力 ; V(x(1) ) 是 周期 势 ， 其 周期 为 
L， 所 以 : 
V(x +L) = V(x) (8-2) 
由 于 V(x(4) ) 要 求 对 称 性 破 缺 ， 这 里 使 用 一 种 简单 的 典型 势 : 
V(x) = Vo[sin(2mx/L) + 0.25sin(4mx/L)] (8-3) 
V(x(4) ) 的 函数 图 像 如 图 8-3 所 示 ， 其 为 式 8-3 所 表示 的 反对 称 周期 势 的 函数 图 像 。 
(无 量 纲 单位 ) 。 
朗 之 万 方程 式 8-1 的 左边 表示 布朗 粒子 的 确定 性 的 守恒 量 ， 右 边 表示 环境 热 浴 的 影 
响 。 在 整个 系统 中 ， 存 在 能 量 耗 散 ， 由 黏 滞 阻 3 
尼 和 热力 学 噪声 共同 构成 ， 满 足 涨 落 耗 散 定 
理 。 也 就 是 说 ， 影 响 耗 散 的 两 个 因素 是 彼此 关 小 
联 的 ， 同 起 于 相同 的 结构 ， 称 为 大 量 环境 自由 
度 与 粒子 坐标 的 相互 作用 。 假 设 环境 是 温度 为 
了 的 平衡 热 浴 ， 其 对 系统 的 影响 ， 根 据 涨 落 耗 
散 定理 ， 完 全 由 噪声 和 阻尼 表示 ， 而 不 涉及 到 -小 
环境 的 微观 细节 。 假 设 噪声 是 高 斯 白 噪声 ， 
即 : -10 -05 0 05 io 
(#(t)) =0 (8-4) We 
涨 落 耗 散 关系 为 : 图 83 


W/V 
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(é(1)€(s)) = 2yksT8(t - s) (8-5) 
式 中 , ks 仍然 表示 玻 耳 兹 曼 常数 ， 方 程 右 端 对 应 噪声 强度 或 噪声 密度 。 注 意 到 ， 仅 当 粒子 
的 性 质 具 备 了 噪声 特征 ， 摩 擦 系数 y 将 对 应 环境 对 布朗 粒子 的 契合 强 度 。 
对 于 人 们 关注 的 典型 的 小 系统 ， 涨 落 扮演 了 极为 重要 的 角色 。 在 过 阻尼 情形 ， 与 前 面 
的 朗 之 万 方程 的 求解 情况 相当 ， 在 长 时 近似 下 ， 惯 性 项 被 忽略 ， 于 是 ， 描 述 最 小 的 斯 莫 洛 
克 沃 斯 基 一 费 曼 棘 轮 的 朗 之 万 方程 可 以 写 为 : 


TD =- DY) + el) (8-6) 


对 于 高 斯 白 噪声 ， 其 与 时 间 没 有 关联 ， 则 朗 之 万 随机 力 在 整个 过 程 中 可 以 用 高 斯 随机 
数 子 样 表 示 〈 即 任意 时 刻 的 随机 力 取 值 均 为 高 斯 随机 数 ) 。 注 意 ， 这 里 的 随机 力 的 高 斯 子 
样 特征 和 无 限 大 的 二 阶 矩 〈( 姑 (2) 》 完 全 是 数学 化 的 思想 。 在 物理 实际 中 ， 关 联 时 间 的 平均 
是 有 限 的 ， 与 其 他 所 有 的 与 时 间 相 联系 的 标量 相 比 则 是 可 忽略 的 小 量 。 采 用 朗 之 万 方程 的 
数值 求解 方法 。 考 虑 小 时 间 间 隔 At 的 离散 时 间 变 化 ， 则 过 阻尼 的 随机 动力 学 方程 可 以 改 
写 为 如 下 形式 : 


(oo0D = 0) = A ED + 加 (8-7) 


这 里 的 下 标 ”表示 布朗 粒子 的 时 间 间 隔 数 ， 即 !。= nAt ， 而 &, 则 表示 随机 子 样 。 独 
立 无 偏 高 斯 的 随机 子 样 的 二 阶 矩 ， 根 据 涨 落 耗 散 定理 ， 可 以 表示 为 
(后 》= 2yksT/At (8-8) 
在 极限 条 件 A 一 0 下 ， 方 程式 8-7 演化 为 连续 过 程 的 动力 学 。 当 然 这 里 要 强调 ， 离 散 
形式 的 式 8-7 是 数值 解 (数字 模拟) 的 基本 形式 。 
朗 之 万 方程 描述 了 单 粒子 的 动力 学 行为 。 而 福 克 一 普 朗 克 方 程 则 描述 了 由 实际 的 随机 
涨 落 &(+) 所 驱动 的 系统 。 在 此 ， 我 们 仍然 用 P(x,t) 表示 布朗 粒子 的 密度 函数 ， 当 然 应 该 


是 归 一 化 的 和 非 负 的 。 为 简单 起 见 ， 首先 考虑 自由 场 (2 人 = 0) 情形 ， 此 时 以 系统 所 
描述 的 由 (1) 所 地 动 的 市 入 了 的 运动 坑 委 可 以 用 自由 场 的 扩 贡 广 各 表示 


ae = 区 p(x,t) = 5 Ep(, 1), V(x) = const (8.9) 
当 #&(t) 拓 0 时 (例如 真空 中 ) ， ed 
描述 : 


BPp(z,t) = a Wp(s,0)}, (1) =0 (8-10) 


在 一 般 情形 ， 外 场 和 噪声 同时 存在 ， 布 朗 粒 子 所 形成 的 运动 应 该 是 这 两 种 因素 所 造成 
的 贡献 之 和 ， 这 便 是 福 克 一 普 朗 克 方 程 所 描述 的 内 容 : 


号 P(x， 0) = 让 全 六 2p(x, D}+ D2 2 p(x,t) (8-11) 
7 9: 


关于 福 克 一 普 朗 克 方 程 的 解 ， 我 们 已 在 前 面 章节 作 了 详细 的 讨论 。 
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8.1.1.3 粒子 流 

布朗 分 子 马达 的 主要 特征 是 在 周期 势 中 形成 了 定向 的 粒子 流 。 因 此 ， 粒 子 流 是 布朗 马 
达 的 一 个 重要 指标 。 我 们 可 以 用 布朗 粒子 的 速率 的 系统 平均 来 表示 布朗 粒子 的 流 ， 则 布朗 
粒子 的 流 定义 为 : 


(x) = (x(1)) (8-12) 
注意 上 式 中 的 平均 是 关于 系统 的 平均 。 
关于 式 8-6 求 系统 平均 ， 并 考虑 高 斯 白 噪声 的 性 质 式 8-4， 我 们 得 到 流 的 表达 式 : 
6 =- (at)) Ce 
y ax 
也 即 是 : 
.f° P(x,) ay(z) 
© = 2 De (8-14) 
从 主 方程 出 发 ， 在 粒子 数 守恒 的 情况 下 ， 利 用 密度 函数 的 系统 平均 的 特征 ， 则 有 : 
BP(x) + 2/(x,) =0 (8-15) 
J(x,t) = (z(t)8(x - x(t))) (8-16) 


注意 上 式 中 的 变量 x、x(1) 是 完全 无 关联 的 数学 符号 。 我 们 称 J(x,t) 为 系统 中 的 几率 
流 。 对 式 8-16 关于 空间 量 * 在 整个 空间 求 平均 ， 则 得 到 几率 流 和 粒子 流 之 间 的 关系 : 


全 = [sD) a (8-17) 
对 上 式 使 用 部 分 积分 ， 并 使 用 主 方程 式 8-15， 可 以 将 粒子 流 写 为 : 
全 = P(r) (8-18) 


上 式 是 可 以 使 用 的 粒子 流 的 定义 之 一 。 
比较 福 克 一 普 朗 克 方 程式 5-6 和 广义 主 方程 式 8-15 的 解 的 形式 ， 得 到 几率 流 的 直接 
表达 式 : 


J(x,t) =- 人 站 和 PC, (8-19) 


a 
ax 7 ax 
注意 ， 几 率 流 是 空间 变量 的 函数 。 将 式 8-19 代入 式 8-17 后 ， 对 于 自由 边界 条 件 ， 当 
x 一 于 吧 时 几率 流 和 概率 密度 趋 于 0， 则 最 后 得 到 式 8-14 的 形式 。 
所 建立 起 来 的 演化 方程 式 8-11 确定 了 几率 密度 P(x,t) , 接 下 来 求解 该 方程 后 ， 根 据 
式 8-17 得 到 粒子 流 。 首 先 ， 我 们 引入 简 并 密度 和 简 并 密度 流 ， 定 义 为 : 


p(x,t) = py P(x +L,t) (8-20) 


i(x,t) = Ex +L,t) (8-21) 


根据 概率 密度 的 归 一 化 和 周期 性 势 函数 V(x) 导致 的 周期 性 ， 以 及 粒子 流 的 定义 式 
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8-17 ,我 们 得 到 : 


p(x+L,t) = p(x,t) (8-22) 
[pede =1 (8-23) 
0) = id) (8-24) 


式 中 , P(x,t) 是 满足 福 克 一 普 朗 克 方程 的 解 ， 对 于 所 有 的 周期 势 阱 是 等 价 的 ， 即 对 于 任意 
整数 ”都 有 P(x + nL,t) = P(x,t)。 因 此 ， 这 里 的 福 克 一 普 朗 克 方程 是 线性 的 ， 于 是 该 方 
程 对 于 所 定义 的 简化 的 几率 密度 也 是 满足 的 。 利 用 流 的 形式 如 式 8-19， 和 简化 几率 密度 的 
定义 ， 福 克 一 普 朗 克 方 程 可 以 重新 写 为 : 


p(s) + (x,t) =0 (8-25) 
这 里 直接 使 用 了 简 并 密度 流 的 形式 : 
ep | ksT 3 ' 
j(x,t) = 志和 co +p (8-26) 


从 另 一 个 角度 看 ， 用 周期 性 边界 条 件 或 初 值 条 件 足 以 求解 福 克 一 普 朗 克 方程 ， 从 而 得 
到 粒子 流 〈x) 的 形式 。 

将 周期 性 积分 算 符 ”x…dx 作用 于 式 825 方程 的 两 边 ， 使 用 分 布 积分 方法 ， 则 由 式 
8-18 可 以 得 到 : 


《xz)》 = Hapa de + D(x0,t) (8-27) 


式 中 , x 表示 任意 的 参考 位 置 。 或 者 说 ， 总 的 粒 于 流 () 有 两 部 分 相 加 而 成 ， 第 一 部 分 是 
“质心 " ”zp(x,)* 的 运动 所 形成 的 流 ， 第 二 部 分 是 在 参考 点 的 上 们 的 简化 几率 流 。 特 


别 地 ， 如 果 简化 的 动力 学 假设 是 稳定 态 的 ， 其 特征 是 : 时 绪 : 旷 = 0 ， 则 简 并 的 密度 流 是 


稳定 的 ,Jan,5) = 产 ， 说 明了 几率 流 与 时 间 (、 参 考 位 置 am 无关 。 这 种 情况 的 粒 于 流 写成 
如 下 的 形式 : 
(Gy (8-28) 

在 此 ， 我 们 要 重申 ,广义 的 流 () 与 时 间 是 相关 联 的 ， 只 是 为 了 简化 书写 ,而 将 参 
量 忽略 而 没有 写 出 来 。 然 而 我 们 最 感 兴趣 的 事情 通常 是 长 时 极限 的 行为 ， 对 应 简化 描述 
的 稳定 态 〈 除 非 外 驱动 的 存在 使 得 稳定 态 不 再 存在 ) 。 这 种 情形 中 ， 并 没有 暗示 与 时 间 关 
联 的 流 (2》 表现 了 更 多 的 信息 。 

在 所 有 的 讨论 中 ， 我 们 已 经 默认 了 朗 之 万 方程 式 8-6 满足 于 整个 实 轴 x。 在 一 些 例子 
中 ， 只 有 经 过 一 个 或 几 个 势能 周期 后 ， 周 期 性 条 件 才 表 现 出 其 自然 的 周期 形态 。 例 如 图 
8-1 所 示 环 状 的 斯 英 洛 克 疾 斯 基 一 殿 曼 襄 轮 ， 仅 转 一 圈 并 不 表现 出 周期 性 ， 只 有 顺 转 几 图 
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后 ， 周 期 性 才 有 较 好 的 表现 。 

从 物理 的 实际 出 发 ， 我 们 预见 到 简 并 密度 p(x,z) 在 长 时 近似 下 真实 地 通 近 稳定 态 
p*(x) ， 因 此 几率 流 密度 趋 于 稳定 的 几率 流 j(x6,t) 一 产 。 对 于 稳定 态 ， 可 以 将 稳定 的 概 
率 密度 带 和 到 一 阶 微分 方程 式 8-26， 稳 定 态 的 几率 流 必 须 恒 为 零 (稳定 态 的 概率 密度 的 
空间 分 布 不 随时 间 变 ， 这 是 稳定 态 的 基本 特征 ) 。 如 此 一 来 ， 由 该 方程 可 以 解 出 稳定 的 概 
率 密度 函数 为 : 

p*(x) =2-lexp( — V(x)/keT) (8-29) 


光 =[ exp( — V(x) /kaT) dx (8-30) 
相应 的 ， 由 式 8-24 则 暗示 了 粒子 流 也 为 零 : 
(2) = [rou =0 (8-31) 


因此 ， 长 时 的 福 克 一 普 朗 克 方 程 的 渐进 解 是 唯一 的 ， 例 如 方程 式 8-25 ， 式 8-26 的 长 
时 渐进 解 。 这 样 的 长 时 渐进 解 应 该 具有 式 8-29 的 形式 ， 独 立 于 初始 条 件 。 此 外 ,我 们 的 
稳定 态 假定 与 长 时 近似 是 首尾 一 致 的 。 

所 求解 出 的 这 些 结论 ， 正 是 所 说 的 朗 之 万 方程 式 8-6 构造 的 在 温度 为 7 的 热平衡 热 浴 
的 影响 下 的 过 阻尼 布朗 运动 。 事 实 上 ， 在 长 时 极限 (稳定 态 ) ， 方 程式 8-29 正确 地 表述 了 
所 预期 的 玻 耳 效 曙 分布， 平均 粒子 流 为 零 ， 总 系统 趋 于 平衡 态 ， 这 正 是 热力 学 第 二 定律 所 
需要 的 。 

就 像 原始 的 韩 轮 和 瀑 轮 桨 系统 〈 图 8-1 所 示 ) ， 在 平衡 态 下 不 存在 平均 流 ， 正 是 热力 
学 第 二 定律 的 简单 结论 。 另 一 方面 ， 当 考察 韩 轮 势 (图 8-3 所 示 ) 中 的 布朗 粒子 的 随机 运 
动 时 ， 出 现 了 十 分 惊奇 的 现象 : 尽管 空间 的 对 称 性 发 生 了 破 缺 ， 仍 然 没 有 形成 在 确定 方向 
的 随机 动力 学 的 系统 的 运动 。 

注意 ， 如 果 过 阻尼 朗 之 万 方程 式 8-5 所 描述 的 问题 扩展 到 整个 实 轴 (对 应 自然 边界 条 
件 )， 那 么 几率 密度 P(x, +) 将 永远 达 不 到 稳定 态 。 仅 仅 是 简 并 的 密度 与 周期 性 边界 条 件 
发 生 联系 ， 在 周期 性 边界 条 件 下 的 概率 密度 是 可 以 达到 稳定 态 的 ， 发 展 朝 向 时 间 独 立 的 长 
时 近似 。 只 有 在 这 样 的 映射 下 (周期 性 边界 条 件 ) ， 允 许 粒子 流 不 发 生变 化 ， 这 是 平衡 统 
计 力 学 的 概念 。 

与 原本 的 棘 轮 系 统 〈 图 8-1 所 示 ) 相 比较 ， 简 化 的 斯 莫 洛克 沃 斯 基 、 费 曼 棘 轮 模型 
(过 阻尼 朗 之 万 方程 式 8-4) 有 一 个 极 有 价值 的 优点 : 并 没有 把 热力 学 第 二 定律 引 作为 根 
据 ， 而 是 根据 系统 的 粒子 流 的 存在 与 否 来 进行 讨论 的 ， 不 需要 什么 附加 的 假设 。 对 于 原始 
环境 的 修正 ， 不 再 借助 热力 学 第 二 定律 ， 而 是 直接 联系 到 对 斯 莫 洛克 沃 斯 基 、 费 曼 棘 轮 模 
型 式 8-4 的 修正 。 


8.1.2 倾斜 的 斯 莫 洛 克 沃 斯 基 一 费 曼 闲 轮 


前 面 所 述 的 是 自由 场 中 的 斯 莫 洛克 沃 斯 基 一 费 曼 韩 轮 。 而 实际 系统 中 ， 往 往 存在 有 外 
力 对 系统 的 作用 。 因 此 考虑 外 力 场 中 的 分 子 布朗 马达 是 十 分 必要 的 。 首 先 考虑 最 简单 的 外 
场 作用 为 谐振 子 势 V(x) < x* 的 情形 ， 这 种 情况 下 ， 布 朗 粒 子 所 受到 的 作用 力 为 恒 力 F。 
于 是 过 阻尼 条 件 下 的 朗 之 万 方程 可 以 写 为 : 
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访 =- 0) p+ gl) (8-32) 
这 种 形式 的 方程 对 应 了 典型 量子 力学 中 的 氢 原 子 模型 ， 是 极 少数 的 具有 严格 解 的 事例 
之 一 。 进 一 步 的 分 析 ， 可 以 看 出 ， 这 个 方程 实际 上 是 描述 了 原型 的 未 轮 模型 (图 8-1 所 
示 ) 。 实 际 上 ， 与 前 面 的 方程 式 8-6 相 比较 ， 方 程式 8-32 中 增加 了 FF 因子， 这 正好 对 应 了 
原型 棘 轮 模型 中 的 负荷 导致 的 转 矩 。 
我 们 可 以 把 束 轮 势 和 外 场 的 势 合 并 为 一 项 ， 称 为 影响 势 : 
V(x) = V(x) -xF (8.33) 
影响 势 的 函数 图 像 如 图 8-4 所 示 。 典 型 的 向 左倾 斜 的 影响 势 。 影 响 倾斜 势 的 形式 为 
V(x) = sin(2mz) +0.25sin(4mz) +xo 在 作 图 ， 


中 ,为 简单 起 见 ， 作 了 一 些 简化 上 = 出 = 1,x 
= - 1, 成 为 无 量 纲 单位 。 由 图 可 以 看 出 ， 处 于 让 a 
影响 势 中 的 所 有 布朗 粒子 将 受到 向 左 的 拉力 ， 


从 而 产生 了 向 左 的 整体 漂移 ， 形 成 了 粒子 流 (+) 所 。 
关 0 。 当 外 场 不 存在 时 ， 忆 =0， 退 回 到 了 图 83 
所 示 的 棘 轮 势 情形 ， 此 时 由 漂移 所 导致 的 粒子 -1 
流 消逝 , (%) = 0 。 在 此 ， 就 可 能 出 现 了 一 个 似 

是 而 非 的 现象 ， 即 当 天 0 时 ， 布 朗 粒 子 将 在 山 ”230 0 bo 10 
谷 之 间 适 动 ， 似 乎 山谷 的 势 又 高度 不 能 够 阻挡 

布朗 粒子 的 定向 漂移 ， 当 己 <0 时 ， 向 左 漂 移 ， 图 8-4 

有 >0 时， 向 有 漂移 。 这 正 是 布朗 分 子 马达 的 特 

征 所 在 。 根 据 第 二 、 第 三 章 的 讨论 知 ， 对 于 稳定 态 (长 时 近似 , :一 ) ， 从 福 克 一 普 朗 
克 方 程 出 发 ， 可 以 得 到 如 下 的 结论 : 


(£) =LN[1 -eeO-eoln] (8-34) 
本 se 
p(x) =N De ranergy (8.35) 
有 
ka7 yea) -Vers) /oT] 
N = [af e "] (8-36) 


使 用 影响 势 的 特殊 形式 Va(L) - Va(0) = -LF ， 我们 还 可 以 对 式 8-34 的 形式 作 进 一 
步 的 简化 。 在 此 需要 进一步 说 明 ， 对 于 广义 的 影响 势 "sr(x + 上) = Yer(z*), 结论 式 8-34 
~ 式 8-36 仍然 有 效 。 

由 于 外 场 的 引入 ， 我 们 首次 认识 到 了 在 独立 于 时 间 的 稳定 的 几率 密度 条 件 下 ， 非 零 的 
粒子 流 仍然 可 能 存在 。 实 际 上 ， 使 用 式 8-33 形式 的 影响 势 ， 根 据 式 8-34 可 以 预测 到 粒子 
流 的 符号 和 外 力 的 符号 相 一 致 。 此 外 ， 流 是 力 F 的 单调 增 函 数 ; 对 于 任意 固定 的 下 值 ， 
在 V(x) 恒定 时 ， 流 将 取 极 大 值 。 稳 定 流 和 所 施加 的 外 力 之 间 的 量 值 关 系 ， 可 以 用 图 8-5 


表示 (我 们 通常 称 该 关系 为 响应 曲线 、 负 载 曲线 、 流 力 特征 ) 。 稳 定 态 流 《*) 与 外 力 严 在 
莫 洛克 沃 斯 基 一 费 曼 韩 轮 中 的 响应 曲线 。 在 此 ， 为 简单 起 见 ， 选 择 了 无 量 纲 单位 〈 自然 
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单位 ) 的 形式 y = 工 = mm = 如 =17=0.5。 注 

意 到 图 中 的 曲线 在 主要 的 线性 阶 关于 原点 是 对 

称 的， 而 高 阶 则 出 现 了 关于 原点 的 对 称 性 破 缺 。 

式 8-34 所 描述 的 非 零 粒 子 流 说 明了 式 8-35 

所 描述 的 稳定 态 是 非 平衡 态 的 ， 事实 上 是 远离 

平衡 态 的 ， 除非 下 十 分 小 。 在 平衡 态 或 近 平衡 

态 ， 我 们 要 求 式 8-32 所 描述 的 微观 模型 ， 以 适 

应 平衡 统计 力学 的 权威 原则 。 同 时 ， 这 一 途径 

也 使 得 远离 平衡 态 的 情形 有 效 ， 而 一 般 的 统计 
动力 学 在 非 平衡 态 下 是 无 效 的 。 

只 有 简 并 的 几率 密度 P(x,t) 接近 具有 特别 

图 8-5 意义 的 稳定 态 ， 而 非 最 初 的 扩展 到 整个 实 轴 的 

动力 学 模型 式 8-32。 当 然 ， 无 论 是 动力 学 的 还 

是 热力 学 的 稳定 态 的 稳定 性 标准 ， 只 能 是 形式 上 的 或 简化 条 件 下 的 讨论 。 与 反射 性 边界 条 

件 相 比 较 ， 这 里 的 周期 性 边界 条 件 附 带 了 十 分 不 平常 的 推论 : 稳定 态 的 “质心 ”定义 


M.(P,xo) = zw(o 岂 意味 着 稳定 的 简 并 概率 密度 的 周期 性 Pr(x +LZL) =p”(x) 和 归 一 


化 | 双全 2dv = 0 (在 经 册 范 固 ， 整 个 周期 势 内 的 粒子 数 守恒 ) ， 以 及 ae 二 - 


2 xo) 


(周期 性 ) ， 这 里 的 x。 是 任意 的 参考 位 置 。 此 外 ， 还 得 到 : 


ee ed = [dro (x + *) Ee =0 (8-37) 


Pe 大玉 和 的 上 除了 特殊 情况 以 外 ，“ 质 
”关于 外 作用 力 的 偏 导 数 在 周期 势 内 的 完整 周期 的 空间 积分 恒 为 零 ， 也 既是 


oa ype 个 周期 内 可 正 、 可 负 ， 其 正 、 负 取决 于 参考 点 的 取 值 。 或 者 说 ， 


“质心 ”的 运动 方向 既 可 以 与 外 作用 力 的 方向 相同 ， 亦 可 相反 ， 这 正 是 热平衡 状态 的 稳定 


系统 。 类 似 地 可 以 得 到 如 下 结论 : 对 应 在 外 作用 力 正 之 上 的 依赖 于 稳定 态 的 流 (z》， 其 
稳定 态 的 存在 是 由 于 特别 优先 的 “稳定 性 ”的 限制 。 


8.1.3 弱 噪 声 极限 


考虑 较 小 的 力 下 取 值 ， 式 8-33 所 描述 的 影响 势 Yn(*) 在 一 个 周期 内 至 少 表现 出 一 个 

极 大 和 一 个 极 小 。 我 们 将 看 到 式 8-36 中 的 势 函 数 Yn(y) - Vn(x) 在 二 维 的 积分 区 域 具有 

广义 的 唯一 光滑 极 大 值 ， 也 既是 说 点 ( x ,y ) = ( xun，xues) , 这 里 xw 表 示 Fr(x) 取 极 小 

值 的 点 ，x。。 则 表示 Vun(x) 取 极 大 值 的 点 ， 相 应 地 亦 称 为 亚 稳 态 的 和 激发 态 。 在 区 间 

(wins Xmin + 了 ) 内， 点 xm 是 影响 势 函数 Vn(*) 的 光滑 极 大 值 ， 类 似 地 xo。 则 是 区 间 (VY ， 
Vw + 了 ) 内 的 光滑 的 极 小 值 。 我 们 定义 影响 势 谷 : 

AYu = Yur(xos) - Ver(xom) (8-38) 
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则 布朗 粒子 要 从 一 个 亚 稳 态 x 行走 到 另 一 个 亚 稳 态 xs。 + 工时， 必须 要 克服 这 一 势 
人 垒 。 同 样 地 : 


Va(xoe — L) - Ya(xu) = Au — [Va(L) - Ya(0)] (8-39) 
则 表示 xue 到 xu。 + 了 上 之 间 的 势 垒 。 对 于 小 的 热力 学 能 量 : 
ksT < | AV AVa - [Vaa(L) -Ya(0)]1 (8-40) 


式 8-36 的 主要 贡献 源 于 最 大 绝对 值 ( xs。，x。.) 的 邻 域 。 因 此 我 们 能 够 应 用 所 谓 的 
鞍点 近似 : 
_ I Vea(xen) | 


DG sy Go) sy (8-41) 


这 里 我 们 使 用 了 函数 的 极 值 条 件 ， 即 一 阶 导数 为 0, Yu(xw) = Ver(xw) = 0; 极 大 值 
的 二 阶 导 数 为 负 , Vsr(xu) < 0; 极 小 值 的 二 阶 导数 为 正 ， sr(xw) > 0。 在 相同 的 近似 
中 , 式 8-36 的 二 重 积分 可 以 被 扩展 到 整个 实 的 x* 轴 和 y 轴 。 在 鞍点 近似 下 ， 计 算式 8-36 
的 二 重 高 斯 积分 ， 得 到 表达 式 8-34 的 具体 结果 : 


Val(y) - Ya(x) ~ Ar — 


(x) =L[k,—k-] (8-42) 
lee) Yass) 1 -aur et 
ko =k elreD) -Vt0) Aer 

4 EE 上 2 eva-D-ratmolmar a 


在 式 8-44 关系 中 ,我 们 使 用 了 势 又 关系 式 8-39 和 影响 势 的 二 阶 导数 Vn(x) 的 周期 性 。 

与 普 朗 克 方 程 一 章 中 讨论 的 内 容 相 比较 ， 可 知 上 , 恒 等 于 从 xu. 输 运 到 xw +L 的 所 谓 
的 克 莱 默 斯 速率 。 类 似 地 ，k- 则 是 从 x 到 xw。 + 工 的 逃逸 速率 。 对 于 微弱 的 热力 学 噪声 
式 8-39， 输 运 和 逃逸 速率 均 为 小 量 。 


8.1.4 温度 棘 轮 和 环 轮 效应 


空间 周期 的 、 反 对 称 的 非 平衡 系统 中 的 定向 输 运 ( 环 轮 效应 ) 常常 被 引用 描述 为 开 
关 棘 轮 。 在 此 ， 我 们 考虑 所 谓 的 温度 棘 轮 。 最 终 看 到 ， 温 度 棘 轮 将 表现 为 开关 井 轮 的 结 
构 。 
作为 一 般 的 倾斜 斯 莫 洛克 沃 斯 基 一 费 曼 棘 轮 模型 ， 我 们 考虑 其 高 斯 白 噪 声 的 温度 遵循 
随时 间 的 周期 性 变化 规律 ， 其 变化 周期 为 中 。 相 应 的 涨 落 耗 散 定理 描述 为 : 
(é(Dé(s)) =2yksT(1)8(t 一 s) (8-45) 
T(t) =T(t + RM) (8-46) 
这 里 的 温度 函数 是 恒 正 的 ， 即 对 于 任意 的 +， 均 有 T(t) > 0。 由 于 温度 与 时 间 有 关 ， 
则 式 8-45 中 的 噪声 严格 来 说 不 再 是 稳定 的 。 然 而 ， 使 用 式 8-32 和 式 8-45 ， 我 们 将 乘 性 噪 
声 转换 为 高 斯 白 噪 声 的 描述 形式 ， 从 而 可 以 重新 构建 一 个 稳定 的 噪声 为 : 


*188. 


J = (0) + +E(D6 (0 (8-47) 


这 里 的 如 (1) 为 高 斯 白 噪声 (&'(t)&'(s)〉》= 28(t -s), g(t) = [yks7(1) ]'”。 最 为 简 
单 的 两 个 周期 温度 函数 为 : 


T(4) =TI1 + Asign[ sin(2n/R)]} (8-48) 
T(t) =TI1 + Asin(2nt/R) |? (8-49) 
这 里 的 振幅 4 小 于 1, sign(x) 表示 符号 函数 : 
sign(x) = 人 (sm 
-1 (x<0) 


温度 函数 式 8-48 是 一 个 阶 跃 函数 (开关 函数 ) ， 每 经 过 半 个 周期 发 生 一 次 跳跃 ， 取 


值 分 别 于 7(1 + 4) ,7(1 - 4) 之 间 。 构 造 平方 项 式 8-49 的 原因 是 因为 方程 式 8-47 的 噪声 
温度 因子 的 平方 根 的 存在 。 

类 似 于 费 曼 球 轮 的 讨论 ， 得 到 温度 束 轮 模型 的 简 并 概率 密度 所 满足 的 福 克 一 普 朗 克 方 
程 为 : 


9 OIV(x)-F kaT(t) 9 
52(x,0 = 记 { 7 p(x + 7 BaP (ot) (8-50) 


由 于 7(1) 的 持续 的 周期 性 振荡 ， 方 程式 8-50 不 存在 独立 于 时 间 的 解 。 因 此 ， 长 时 近 
似 下 的 简 并 密度 并 不 接近 稳定 态 ， 而 是 表现 出 一 定 的 周期 行为 。 这 是 因为 7(1) = T(t + 
民 ) , 由 式 8-50 直接 有 简 并 密度 函数 的 周期 性 p(x,t + 跟 ) = p(x,t) 。 可 以 证 明 ， 在 长 时 近 
似 下 , p(x,t + 中) 一 p(x,t), 即 简 并 密度 函数 在 此 条 件 下 是 周期 性 的 和 唯一 的 。 由 于 简 并 
密度 函数 随时 间 而 变 ， 自 然 地 引入 粒子 流 关于 时 间 的 平均 : 


人 = 责 [ pd (8-51) 


应 该 注意 到 ， 在 一 般 情形 ， 式 8-51 所 表示 的 流 〈*) 仍然 与 时 间 有 关联 。 仅 仅 是 在 长 
时 极限 近似 下 的 一 个 周期 内 的 简 并 描述 时 ， 流 的 时 间 依赖 才 消失 。 通 常情 况 下 ， 长 时 近似 
的 单 周 期 行为 是 极为 引起 人 们 的 关注 的 。 oo4 
在 倾斜 的 费 曼 棘 轮 中 ， 温 度 与 时 间 无 关 ， 
对 于 任意 给 定 的 正 值 的 温度 (7>0) ， 在 此 条 
件 下 的 方程 式 8-34 告诉 我 们 ， 如 果 给 定 的 外 、" 
力 忆 <0,， 则 平均 来 说 粒子 将 顺势 而 下 (下 全 
山 )， 也 即 (%) < 0。 如 果 调整 温度 束 轮 的 温度 o 
遵循 时 间 的 周期 性 变化 ， 可 以 预测 ， 在 与 前 相 
同 的 条 件 下 ， 布 朗 粒子 的 平均 流 也 应 该 是 顺势 
而 下 的 。 但 是 由 数值 模拟 所 得 的 如 图 8-6 所 示 "0 一 一 603 0 0 
的 负荷 曲线 ， 却 表现 了 相反 的 情况 ; 即 在 外 作 
用 力 下 <0 时 ， 布 朗 粒 子 的 平均 流 不 是 在 顺势 图 8-6 
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而 下 ， 而 是 着 势 而 上 (假山 ) ,(z*》 > 0。 也 就 是 说 ， 在 除了 存在 白 噪声 外 ， 无 其 他 结构 的 


条 件 下 ， 布 朗 粒子 将 逆 势 能 梯度 运动 ， 克 服 负载 力 下 做功 。 温 度 棘 轮 中 ， 平 均 粒 子 流 《x) 
与 外 作用 力 之 间 的 关系 (无量 纲 标 度 ) 。 参 数 选 择 为 : 
y=L=MR=ks=1, W=1/2n, T=0.5, A=0.8 
时 间 和 系统 平均 的 流 ， 如 式 8-51 通过 数值 求解 福 克 一 普 朗 克 方程 式 8-50 而 获得 。 
这 里 所 描述 的 将 随机 的 涨 落 转 换 为 (整流 ) 有 用 的 功 的 现象 ， 被 称 之 为 棘 轮 效应 。 
所 建立 的 这 一 类 效应 亦 被 称 之 为 热力 学 棘 轮 、 布 朗 马 达 、 布 朗 整 流 、 随 机 环 轮 ， 或 简称 为 


棘 轮 。 由 于 平均 粒子 流 〈*》 通常 连续 地 依赖 于 负载 力 ， 因 此 ， 充 分 地 分 析 已 = 0 时 的 情形 
是 有 本 质 意 义 的 。F =0 时 所 发 生 的 棘 轮 效应 等 价 为 有 限 的 流 : 


《xz)r-o 天 0 (8-52) 


也 既是 无 偏 的 布朗 马达 隐 含 了 粒子 泵 。 使 束 轮 效应 被 严格 消除 (《*) = 0) 所 需 的 外 加 
力 ， 称 之 为 截止 力 。 式 8-52 所 示 的 坏 轮 性 质 应 该 与 后 面 所 述 的 负 位 移 关 系 相 区 别 。 

对 于 =0 时 的 温度 坏 轮 构成 粒子 泵 的 物理 机 制 ， 可 以 将 温度 周期 分 为 时 间 段 来 说 
明 。 第 一 个 时 间 段 为 前 半 个 温度 的 时 间 周期 ， 即 上 e [ 32, 路 ] ， 此 阶段 布朗 粒子 的 热力 


学 能 量 ks7 保持 为 恒定 值 7[1 - 4] 。 这 样 的 布朗 粒子 的 热力 学 能 量 7[1 - 4] 远 小 于 相 邻 
近 区 域 的 两 个 势能 V(x*) 最 小 值 之 间 的 势 又 AY ， 因 此 ， 不 能 逃逸 势 阱 。 于 是 在 此 时 间 间 
隔 后 ， 布 朗 粒子 被 累积 局 限 在 势能 的 谷 点 xo 

处 ， 概 率 密度 呈 delt 函数 分 布 ， 如 图 8-7 所 

Ry 示 ， 温 度 斥 轮 势 中 棘 轮 效 应 示意 图 。 图 中 的 

. 下 图 描述 了 低温 时 的 布朗 粒子 的 密度 函数 分 

布 示意 ， 可 见 布朗 粒子 聚积 于 势 阱 的 谷 点 。 
上 图 描述 了 高 温 时 ， 经 过 半 个 时 间 周 期 的 扩 
: 散 后 的 布朗 粒子 的 密度 函数 的 空间 分 布 ， 可 

起 人 见 阴影 部 分 的 粒子 跨越 了 势 又 ， 将 进入 邻近 


的 势 阱 ， 从 而 形成 净 流 。 很 显然 ， 如 果 对 称 
本 汪 人 性 反 转 ， 同 样 产 生 净 流 ， 但 流 的 方向 逆转 。 
在 第 二 个 时 间 段 内 ， 对 应 温度 时 间 周期 的 下 
图 87 半 个 时 间 周 期 , ! s [%i,39MM2] 。 此 时 布朗 粒 


子 的 热力 学 能 量 ks7 上 跳 到 T[1 + 4] ， 远 大 于 势 双 高 度 。 于 是 布朗 粒子 将 在 势 阱 之 间 表 
现 出 实际 的 扩散 ， 在 此 半 个 周期 之 末端 ， 将 有 一 部 分 粒子 跨越 势 又 而 进入 另 一 个 相 邻 的 势 
阱 ， 如 图 8-7 中 上 图 的 阴影 部 分 。 在 本 周期 完成 ， 下 一 个 温度 的 时 间 周 期 到 来 时 ， 布 朗 粒 


子 的 热力 学 能 量 又 回 到 本 周期 开始 时 的 低能 状态 T[1 - 4] ， 在 势能 的 作用 下 ， 汇 聚 到 势 
能 的 谷 点 。 在 此 过 程 中 ， 跨 越 势 又 的 阴影 部 分 的 布朗 粒子 将 聚积 于 邻近 的 势 阱 中 。 由 于 势 
函数 的 空间 的 不 对 称 性 ， 使 得 经 过 一 个 周期 的 涨 落后 而 进入 邻近 势 阱 的 布朗 粒子 数 不 对 
称 ， 从 而 在 宏观 上 产生 了 净 流 。 

在 通常 的 物理 事件 中 ， 相 应 温度 韩 轮 的 系统 参量 极 难 建立 ， 因 此 相应 的 物理 实验 系统 
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还 没有 具体 的 实现 。 但 是 在 生物 细胞 中 则 出 现 了 温度 未 轮 的 现象 。 在 生物 细胞 中 的 酶 通过 
水 解 ATP 提供 能 量 沿 纤维 管 从 输 运 ， 便 是 温度 束 轮 的 典型 实例 。 布 朗 粒 子 和 纤维 管 从 之 
间 的 作用 〈 化 学 亲和力 ) 是 空间 周期 性 且 是 反对 称 的 ， 在 这 样 的 小 标 度 内 ， 热 力学 涨 落 
起 到 了 重要 的 作用 。 概 括 地 说 ， 水 解 一 个 ATP 分 子 ， 等 价 于 将 一 定量 的 结合 能 (化 学 能 ) 
转化 为 局 域 上 的 热能 ， 使 得 局 域 的 温度 发 生起 伏 ， 从 而 体现 出 了 温度 棘 轮 的 特征 。 

由 于 我 们 所 涉及 到 的 温度 7(+) 随时 间 的 变化 是 源 于 不 同 温度 的 不 同 热 浴 ， 实 质 上 所 
面临 的 系统 是 开放 系统 。 因 此 以 上 我 们 所 讨论 的 以 温度 未 轮 为 例 所 描述 的 环 轮 效应 并 不 违 
背 热 力学 第 二 定律 。 从 这 一 观点 出 发 ， 我 们 所 讨论 的 系统 不 外 乎 是 一 个 极 简单 的 、 细 微 的 
热机 。 式 8-48 所 描述 的 棘 轮 就 是 最 为 有 力 的 证 明 ， 它 真实 的 拥有 了 两 个 不 同 温度 的 热 浴 。 
如 此 的 井 轮 系统 能 够 对 外 做 功 〈 将 热力 学 涨 落 转换 为 有 用 的 功 ) ， 在 当今 的 物理 学 框架 上 
完全 是 合理 的 。 

从 热机 的 角度 出 发 ， 区 分 用 温度 棘 轮 所 表示 的 布朗 马达 和 通常 意义 的 热机 之 间 的 本 质 
不 同 是 十 分 重要 的 。 我 们 首先 注意 到 ， 现 在 所 讨论 的 未 轮 系统 存在 两 个 相关 变量 x(1) 、 
7(6) 。 在 原始 的 热机 模型 中 ， 这 些 变量 是 循环 的 ， 这 个 循环 是 通过 周期 的 、 顺 序 的 事件 来 
实现 。 或 者 说 状态 变量 (+) .7(:) 的 演化 是 紧 看 合 的 〈 内 锁定 、 同 步 的) 。 状 态 变量 不 能 
相互 导出 ， 但 是 彼此 耦合 ， 称 这 样 的 耦合 为 化 学 耦合 。 


8.1.5 渐进 分 析 


为 了 进一步 地 理解 在 零 负 载 力 尺 =0 下 的 粒子 流 《*) 的 更 多 细节 ， 继 续 考察 温度 束 轮 
模型 式 8-32， 式 8-45 和 式 8-46。 粒 子 流 的 行为 可 以 看 作为 各 种 环 轮 模型 参量 的 函数 。 对 
于 这 种 温度 模型 ， 由 于 福 克 一 普 朗 克 方程 式 8-50 在 一 般 情形 极 难 有 解析 的 解 ， 这 使 得 必 
须 借助 渐进 展开 和 二 子 物理 的 论点 ， 以 及 适当 的 正确 数字 求解 结果 补充 来 描述 和 讨论 。 从 
更 技术 的 层面 考虑 ， 在 此 使 用 迅速 和 缓慢 的 温度 振荡 近似 ， 以 利于 对 粒子 流 的 行为 的 分 
析 。 对 于 渐进 的 缓慢 温度 振 划 ， 不 妨 考虑 温度 棘 轮 式 8-46 中 的 振荡 周期 满足 员 一 w% 。 于 
是 关于 时 间 和 系统 平均 的 粒子 流 (x》 一 0 。 因 为 在 温度 周期 趋 于 无 穷 大 时 ， 相 当 于 棘 轮 的 
温度 趋 于 人 恒定， 此 时 的 系统 处 于 平衡 态 ， 因 此 不 可 能 产生 流 。 对 于 这 种 定性 的 物理 解释 ， 
也 可 以 形式 上 的 证 明 。 考 察 简 并 的 稳定 的 概率 密度 : 


pt) = 27 (er 
200 = [ea 


上 式 可 在 充分 大 的 温度 周期 员 和 =0 的 条 件 下 求解 方程 式 8-50 所 得 。 与 式 8-29 相 
比较 ， 这 种 缓慢 的 温度 的 变化 对 应 了 绝热 近似 ， 表 示 了 瞬时 的 或 准 静态 的 平衡 解 。 这 样 解 
的 形式 中 的 时 间 仅 仅 扮演 了 参数 的 角色 。 将 密度 函数 式 8-53 带 入 流 的 形式 8-51， 在 无 负 
荷 =0 和 缓慢 温度 变化 的 条 件 下 ， 即 得 到 预期 的 零 流 , (*》= 0。 

如 果 把 温度 的 变化 周期 从 无 穷 大 调整 到 有 限 值 〈 仍 然 考虑 其 足够 大 ) ， 则 可 预测 到 在 
一 般 情形 下 的 流 反 比 于 温度 变化 的 时 间 周 期 。 在 一 些 特殊 情形 ， 温 度 7(+) 关于 时 间 间 隔 
具有 周期 性 ， 例 如 式 8-48、 式 8-49， 则 所 对 应 的 流 〈x) 肯定 是 温度 时 间 周 期 外 的 偶 函 
数 。 因 此 ， 对 于 很 大 的 周期 冰 ， 流 将 随 周期 的 平方 反比 地 减少 。 假 设 温度 不 显 含 时 间 周 
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(8-53) 


期 时 ， 其 函数 的 形状 是 不 变 的 ， 即 : 


T (4) = TORh) (8-54) 
也 就 是 说 ， 这 是 一 个 独立 于 时 间 周 期 的 函数 ， 其 无 量 纲 参量 六 具有 为 1 的 周期 。 
对 于 很 小 的 周期 值 % ， 对 应 快速 的 温度 振荡 。 因 为 中 一 0 的 情形 ， 实 际 上 的 物理 系 
统 很 难 满足 这 类 的 振荡 。 由 于 温度 周期 的 独立 性 ， 恒 定 的 平均 温度 则 可 以 重新 写 为 : 


a ,二 
7= 页 [rcoa =[ 7 Cah (8-55) 


这 种 情形 称 为 瞬时 近似 ， 于 是 又 回复 到 了 斯 英 洛 克 沃 斯 基 一 费 曼 环 轮 效应 式 8-6。 或 
者 说 ,在 只 一 0 的 情形 下 ， 预测 到 (x*) = 0。 可 以 通过 解析 微 扰 计 算 证 明 这 一 结论 。 

在 短 时 间 周 期 只 一 0 和 零 负载 =0 的 条 件 下 ， 对 于 等 价 的 粒子 流 式 8-51， 自 然 地 将 
具有 空间 周期 工 、 时 间 周 期 六 简 并 概率 密度 pP(x,z) 作为 考察 的 重点 ， 并 且 仍然 认为 温度 
函数 独立 于 时 间 周 期 中 。 引 入 不 显 含 时 间 周 期 的 密度 函数 : 

Wa(x,h) = p(x,hMR) (8-56) 

这 使 得 福 克 一 普 朗 克 方程 式 8-50 演变 为 如 下 形式 : 


9 _ {aiV(s ka 7 (h) 
若 Wa(%,h) | wuxi)]+ > wz 有] (8-57) 
由 于 中 是 小 量 ， 不 妨 将 密度 函数 关于 中 实施 等 级 数 展开 : 
Wa(x,h) = wwe (8-58) 


式 中 , W,(*,h) 是 独立 于 时 间 周 期 中 的 函数 。 根 据 温度 的 时 间 周 期 性 和 简 并 概率 密度 的 归 
一 化 ， 可 以 得 到 : 

W(x+L,h) = W(x,h+1) = W(x,h) (8-59) 

[WCsh) a =6,0 (8-60) 


式 中 , n>0。 

我 们 将 寡 级 数 式 8-58 代入 到 福 克 一 普 朗 克 方 程式 8-537， 所 得 的 震级 数 方程 对 所 有 的 
员 是 成 立 的 。 观 察 方程 ， 对 于 任意 的 中 的 每 一 个 赛 次 ， 对 应 的 方程 两 边 的 系数 应 该 分 别 
为 零 。 于 是 对 于 最 低 宕 次 %i ， 有 : 


让 =0 (8-61) 


也 就 是 W(x,h) 是 关于 六 是 独立 的 ,或 者 说 ,该 函数 具有 显然 的 形式 W(x) 。 将 此 形式 
的 函数 带 和 到 方程 式 8-57 ,等 价 于 右边 中 的 一 次 军 项 ,并 关于 时 间 周期 求 平均 ,得 到 : 


QV(x) kaT 时 = 
&[ es W(x)]+ jw) =0 (8-62) 


如 此 一 来 ， 这 个 关于 原点 W(x) 的 二 阶 微分 方程 可 以 严格 地 解 出 。 在 忽略 掉 由 周期 
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性 和 归 一 化 所 确定 的 二 阶 积分 常数 后 ， 可 以 简洁 地 得 到 方程 解 的 结果 : 
W(x) = Ze (8-63) 
2 = [ea (8-64) 


显然 地 ,这 样 的 密度 函数 与 式 8-53 的 形式 相同 ,对 应 了 平衡 态 的 密度 分 布 。 故 而 零 阶 的 
周期 项 对 粒子 流 的 贡献 为 零 。 这 正 是 我 们 所 说 的 短 周期 极限 条 件 喷 一 0 下 的 零 流 的 情况 。 

通过 类 似 的 步骤 ， 可 以 发 现 周期 的 一 阶 项 中 ' 对 粒子 流 的 贡献 依然 为 零 ， 仅 有 二 阶 项 
距 : 对 粒子 流产 生 贡 献 。 可 以 计算 出 ， 所 产生 的 贡献 具有 以 下 形式 : 


(2 = 9EB[w(CoOICOTdz+oGp) (8-65) 
1 wa Th ~12 
4 [由 二 二 人 册 
B= 
yea eri 
注意 ， 这 里 的 函数 是 7(1) ,V(x) 的 严格 正 的 函数 ， 而 有 独立 于 时 间 周 期 条 。 


粒子 流 式 8-65 最 显著 的 特征 是 没有 正比 于 只 的 独立 于 7(1) 的 贡献 (而 是 正比 于 续 * 
的 )， 无论 7(1) 在 时 间 间 隔 内 对 称 与 否 。 我 们 可 以 预测 到 极 微弱 的 热力 学 噪声 不 会 产生 


流 。 事 实 上 ， 从 式 8-65 出 发 ， 我 们 发 现 类 似 于 弱 噪声 极限 。 对 于 7 一 0 ， 布 朗 粒 子 不 能 
逃逸 势能 V(x) 的 谷 点 邻 域 。 而 在 相反 的 极限 条 件 , 7 % ， 此 时 的 空间 势 不 再 起 主要 作 
用 ， 根 据 各 态 历经 假设 ， 我 们 依然 得 到 (*》 = 0 。 这 种 情况 等 价 于 高 温 极 限 。 在 另 一 方 


面 ， 方 程式 8-65 预见 了 在 了- =” 时 ， 存 在 有 限 的 极 值 ， 这 暗示 了 T- om 和 中 一 0 是 不 等 
价 的 ， 在 当前 的 微 扰 情形 下 这 两 种 极限 不 可 交换 。 或 者 说 ,方程式 8-65 中 的 修正 项 
0O(g) 对 于 有 限 的 了 以 及 办 一 0 是 趋 于 零 的 ; 但 是 如 果 保持 中 固定 (即使 是 小 量 ) ， 在 7 
一 时， 修正 项 0( 3 ) 却 不 可 忽略 。 这 些 解析 的 预测 与 精确 的 数值 解 比 较 如 图 8-8 所 
示 。 温 度 琼 轮 中 的 平均 粒子 流 与 温度 时 间 周期 的 关系 。 温 度 束 轮 动力 学 的 参数 选择 为 : 


(8-66) 


F=0, y=L=ks=1, W=1/2n, T=0.1, A=0 


实 线 是 通过 数值 描述 的 由 福 克 一 普 朗 克 方 程 演化 所 导致 的 时 间 、 系 统 平均 的 流 随 周期 
中 的 变化 。 点 线 则 描述 的 是 由 方程 式 8-65 所 确定 的 短 周期 近似 下 的 解析 形式 的 流 与 周期 
的 变化 关系 。 
8.1.6 流 的 反 转 


居 里 原理 给 出 了 最 基本 性 质 预测 ， 也 即 是 给 出 了 广义 的 流 是 否 为 零 的 判断 。 但 是 在 更 
一 般 的 条 件 下 ， 流 的 符号 在 直观 的 层次 上 表现 出 了 理解 的 困难 ， 更 不 用 说 确切 的 流 的 量 值 
问题 。 从 简单 的 事例 出 发 ， 这 就 引导 我 们 进入 了 布朗 马达 系统 的 另外 一 个 领域 ， 也 就 是 在 
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各 种 系统 参量 控制 之 下 粒子 流 的 方向 反 转 问题 。 

在 此 ,我 们 描述 在 温度 束 轮 效应 中 的 粒子 流 的 
反 转 问题 。 

由 于 式 8-66 中 的 B8 恒 正 ,， 它 是 式 8-65 中 

定 积分 的 符号 因子 之 一 ， 参 与 了 流 的 方向 的 确 

定 。 对 于 特别 的 事 轮 势 ，( 例如 方程 式 8-3 和 图 


这 8-3 所 示 ) 使 用 于 图 8-8 之 中 的 模拟 ， 得 到 对 应 
的 流 为 正 值 。 而 对 于 另外 的 一 些 势 ， 我 们 却 可 

A | 洁 一 以 得 到 负 方向 的 流 ， 即 流 为 负 值 。 当 把 一 个 势 
a (具有 正 流 或 负 流 ) 连续 地 变形 为 另 一 个 势 时 


(具有 负 流 或 正 流 ) ， 我 们 可 以 推断 应 该 存在 一 
个 中 间 势 。 这 个 中 间 势 具有 对 有 限 的 温度 的 时 
间 周 期 值 中 的 相应 的 粒子 流 为 零 的 性 质 。 在 一 般 情形 ， 流 的 曲线 以 一 定 的 斜率 通过 零点 。 
从 实验 曲线 的 连续 性 观点 ， 这 暗示 了 存在 着 流 的 反 转 ( 过 零点 后 的 流 的 方向 变 为 相反 的 
方向 ) ， 流 (*) 此 时 表现 为 周期 器 的 函数 。 一 个 能 够 实现 流 的 逆转 的 势 如 图 8-9 所 示 为 用 
于 模拟 能 够 产生 流 逆转 的 棘 轮 势 Vx) 。V(x) = Vo[ sin(2mx/L) +0.2sin(4n(x/L -0.45)) 
+0. 1sin(6m(x/L -0.45))], 而 数值 计算 出 的 流 的 结果 如 图 8-10 所 示 ， 为 由 图 8-8 所 示 的 
款 轮 势 所 导致 的 流 ， 注 意 ， 过 零点 后 出 现 了 正 、 负 值 之 分 。 在 只 足够 大 时 ， 流 表现 为 正 


值 。 反之 ,当中 很 小 时 , 流 《(*) 表现 了 方向 上 的 逆转 。 


图 8-8 
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图 89 图 8-10 


至 此 ， 使 用 环 轮 模型 参数 中 的 变化 导致 了 流 〈*) 的 方向 逆转 。 同 样 地 ， 改 变 棘 轮 的 
其 他 参数 ， 仍 然 可 以 实现 流 的 方向 逆转 。 不 妨 以 黏 汪 系数 作为 改变 的 参数 ， 用 数值 计算 ， 
仍然 出 现 了 流 的 逆转 。 考 虑 可 由 中 的 改变 而 导致 流 的 方向 反 转 的 棘 轮 系统 。 在 该 系统 中 ， 
首先 固定 周期 参量 为 8。， 同 时 让 黏 潇 系数 y 固定 在 确定 值 y。( 初 值 确定 )。 接 着 ,仍然 


使 mi 保持 不 变 ， 而 将 定 值 y。 用 变量 y 代替 。 这 样 ， 流 (+) 就 成 为 黏 滞 系 数 7 的 函数 。 在 
数值 模拟 中 ， 该 函数 曲线 以 有 限 的 斜率 值 通过 零点 ， 这 意味 着 出 现 了 流 〈:z)》 在 方向 上 的 
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反 转 (在 零点 的 值 域 两 侧 表现 为 不 同 的 值 ) 。 模 三 
拟 结果 如 图 8-11 所 示 ， 为 由 参数 y 控制 的 流 的 1 
方向 逆转 的 数值 模拟 结果 。 产 生 此 流 的 势 仍 为 
图 8-8 的 情形 。 温 度 变 化 的 时 间 周 期 固定 为 Yi 。 ooos| 
= 0.17。 4 \ 

可 以 理解 这 样 的 模拟 结果 。 不 同 的 布朗 粒 ” 中 | 
子 ， 其 尺度 大 小 不 同 ， 按 照 斯 托 克 斯 定理 将 产 、 | 
生 不 同 的 黏 滞 系 数 y 。 因 此 在 相同 的 热 浴 环境 。 -0000s 
和 事 轮 势 中 ， 布 朗 粒子 将 表现 为 不 同方 向 的 粒 1 
子 流 。 注 意 这 种 预测 在 日 常 的 经 验 中 较 难 体现 。 

以 上 的 这 些 讨论 是 在 过 阻尼 模型 的 朗 之 万 方程 图 8-11 
之 下 进行 的 ， 此 时 我 们 已 将 惯性 项 忽略 。 实 际 
上 ， 在 考虑 惯性 项 之 后 ， 我 们 依然 可 以 得 到 以 上 的 布朗 粒子 的 行为 及 性 质 。 

将 琼 轮 的 逆流 效应 应 用 到 离散 的 布朗 粒子 ， 可 以 较 好 地 解释 生物 细胞 中 的 逆 输 运 问 

题 。 


8.1.7 居 里 (Curie) 原则 和 布 里 渊 (Brillouin) 伴 廖 


8.1.7.1 居 里 原则 

在 费 曼 击 轮 的 讨论 中 ， 我 们 得 到 违反 直觉 的 这 样 一 个 事实 : 尽管 系统 的 空间 对 称 性 发 
生 了 破 缺 ， 平 衡 态 下 的 随机 动力 学 ， 如 式 8-5、 式 8-6 那样 ， 并 不 会 产生 优势 的 方向 ， 既 
不 会 产生 定向 的 输 运 。 但 是 ， 即 使 没有 任何 宏观 的 静 力 、 梯 度 ( 温度 梯度 、 密 度 梯度 、 
化 学 势 ) 、 有 偏 的 时 间 关联 的 扰动 存在 ， 温 度 棘 轮 模型 的 韩 轮 效应 却 会 出 现 ， 也 就 是 出 现 


了 有 限 的 流 (*) 关 0 ， 当 然 这 要 涉及 到 非 平 衡 态 的 问题 。 这 里 的 宏观 一 词 对 应 着 粗 线 
条 ， 既 是 包含 了 许多 的 空间 周期 。 而 微观 则 是 指 具体 的 布朗 粒子 及 热 洽 分 子 ， 因 此 静 
梯度 力作 用 下 的 微观 标 度 (由 朗 之 万 方程 控制 的 关于 空间 位 移 的 若干 个 空间 周期 的 
平均 为 零 。 在 考虑 整个 统计 系统 或 在 长 时 条 件 下 ， 由 无 偏 噪声 &(1) 所 造成 的 瞬时 量 的 
平均 为 零 。 

居 里 原理 〈 亦 称 居 里 - 普 里 高 津 Prigoging 原则 ) 广泛 地 适用 于 生物 物理 学 。 这 个 原 
则 可 以 叙述 为 : 如 果 一 个 现象 没有 被 对 称 性 所 排斥 ， 那 么 ， 这 个 现象 就 一 定 会 发 生 。 
或 者 说 ， 在 对 称 性 存在 时 所 不 能 发 生 的 现象 ， 就 不 能 够 发 生 。 更 恰当 地 说 ， 这 个 原则 
假设 了 在 一 般 的 情形 ， 附 属性 质 的 对 称 性 不 存在 。 对 称 性 是 非 稳 态 结构 ， 一 个 小 的 任 
意 扰动 就 会 消除 这 些 结构 。 相 反 的 ， 对 称 性 破 缺 却 是 稳 态 结构 。 在 此 我 们 应 该 注意 ， 
热平衡 态 下 ， 尽 管 存在 空间 的 反对 称 ， 仍 然 不 会 发 生 环 轮 效应 。 这 种 情况 并 不 违背 居 
里 原理 ， 因 为 系统 热平衡 的 这 种 极端 情况 是 可 以 系统 的 对 称 性 条 件 的 形式 的 ， 也 就 是 
所 谓 的 细致 平衡 对 称 。 

8.1.7.2 布 里 浏 伴 裹 

斯 莫 洛克 沃 斯 基 和 费 曼 曾经 指出 ， 如 图 8-1 所 示 的 棘 轮 和 轴 轮 类 似 于 麦克 斯 韦 沃 ， 而 
且 具 有 机 械 阔 值 。 这 种 论调 也 可 以 类 推 到 电子 电路 整流 这 样 的 琼 轮 系 统 。 电 子 整 流 器 由 半 
导体 二 极 管 ( 最 早期 的 模型 是 电 真 空 二 极 管 ) 和 电容 器 以 及 连接 导线 构成 串联 的 闭合 电 
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路 如 图 8-12 所 示 ， 为 二 极 管 棘 轮 系 统 (电子 整流 器 ) 

十 - 将 整流 器 放置 于 平衡 态 的 热 浴 之 中 ， 热 洽 与 整流 器 形 

一 成 孤立 系统 。 这 里 ， 由 于 二 极 管 的 单 向 导电 性 ， 使 得 

电路 中 的 电流 出 现 了 空间 的 反对 称 性 形成 了 电子 棘 轮 

系统 。 由 于 系统 的 热力 学 涨 落 ， 将 导致 闭合 电路 中 的 

电压 涨 落 ， 由 于 二 极 管 的 单 向 导电 性 ， 则 使 得 涨 落 电 

图 8-12 压 转换 为 涨 落 电 流 对 电容 充电 ， 形 成 电荷 累积 〈 既 能 

量 贮存 ) 。 最 终 ， 可 以 将 电容 器 C 上 存储 的 电能 转换 为 

对 外 做 功 。 如 此 一 来 ， 我 们 就 违背 了 热力 学 第 二 定律 : 仅 从 单一 热源 吸取 热量 对 外 作 功 而 
不 改变 环境 。 这 样 的 坏 轮 效应 与 热力 学 第 二 定律 相 矛 盾 ， 这 种 情况 被 称 为 布 里 渊 伴 雇 。 


8.2 分 子 马达 的 一 般 结构 
8.2.1 模型 


温度 棘 轮 仅 是 费 曼 棘 轮 的 修正 。 从 温度 束 轮 的 模型 和 工作 情况 来 看 ， 我 们 引入 了 温度 
的 周期 性 变化 ， 以 保证 棘 轮 系 统 处 于 远离 平衡 态 。 实 际 上 ， 除 了 温度 参量 以 外 ， 还 可 以 选 
择 其 他 的 选项 ， 使 得 系统 的 棘 轮 效应 体现 出 来 。 在 一 般 情况 下 ， 要 构造 圆 轮 系 统 ， 需 要 满 
足以 下 几 点 : (1) 需要 空间 的 周期 性 ， 这 种 周期 性 即 可 随时 间 而 变 ， 也 可 以 是 恒定 的 。 
(2) 系统 的 所 有 内 力 和 梯度 在 整个 空间 (大 约 若干 个 周期 ) 、 时 间 (时 间 周 期 性 的 系统 
中 ) 、 系 统 ( 随机 涨 落 的 系统 中 ) 的 平均 为 零 。 (3) 系统 必须 要 被 持续 地 驱动 远离 平衡 
态 ， 展 显 束 轮 效应 的 热力 学 对 称 不 存在 ， 于 是 在 一 般 情 形 ， 根 据 居 里 原理 ， 我 们 在 此 条 件 
下 可 以 预测 有 限 粒 子 流 的 存在 。 

根据 以 上 的 初步 的 讨论 ， 用 广义 朗 之 万 方程 可 以 较 好 地 描述 一 维 的 过 阻尼 随机 动力 学 
的 基本 模型 : 


yx(t) =— V(x(t), f(t)) + y(t) + F+é(t) (8-67) 
(é€(0)€(s)) = 2ykaT8(t - s) (8-68) 

这 里 的 朗 之 万 力 采用 了 高 斯 白 噪声 , V" 表示 势 函数 关于 空间 变量 的 偏 导数 ，F 简单 考 
虑 为 恒定 的 负载 力 ( 布朗 粒子 所 承受 的 外 力 ) 。 这 里 对 于 势 函 数 的 要 求 是 ， 对 于 任意 的 参 
基 /(1) ,描述 系统 内 的 耦合 ， 势 函数 关于 空间 变量 总 是 周期 性 的 : 

Vx+L, f(t)) = V(x, f(t)) (8-69) 

这 里 需要 说 明 的 是 ， 恒 定 的 负载 力 F 项 的 引入 违背 了 前 面 所 述 的 第 二 个 条 件 ， 因 此 
不 能 将 其 考虑 为 系统 中 的 一 部 分 ， 而 是 视 其 为 外 部 所 施加 的 扰动 。y(+) 是 热 浴 对 系统 的 耦 
合作 用 。 

我 们 进一步 假定 方程 式 8-67 中 的 , 几 *) 、y(+) 关于 时 间或 者 是 周期 的 ， 或 者 是 随机 的 
函数 。 在 此 ， 简 单 设 定 这 两 个 函数 满足 稳定 的 随机 过 程 ， 而 且 特 别 地 满足 独立 于 热力 学 品 
声 &(t) 和 系统 的 坐标 参量 *(+) 。 关 于 系统 平均 的 粒子 流 依然 可 以 写 为 (x) = (x(t)〉。 
在 大 多 数 情形 ， 仅 需 注意 粒子 流 在 长 时 间 极 限 的 行为 。 由 于 f(t) 、y(1) 是 时 间 的 随机 函 
数 ， 因 此 存在 长 时 极限 下 的 稳定 态 ， 并 且 梯 度 是 唯一 的 。 如 果 /(1) 、y(+) 是 时 间 的 周期 函 
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数 ， 假 设 存在 唯一 的 长 时 的 周期 行为 ， 这 种 行为 在 长 时 极限 下 将 对 应 式 8-51 所 述 的 关于 
时 间 平 均 的 流 。 根 据 各 态 历经 假设 ， 对 于 随机 和 周期 的 过 程 ， 利 用 单 粒 子 随机 动力 学 的 实 
际 的 速率 的 时 间 平均 ， 可 以 定义 长 时 极限 下 的 流 。 也 就 是 说 ， 对 于 为 1 的 概率 ， 我 们 有 独 
立 于 初始 条 件 *(0) 的 流 : 


布朗 粒子 运动 中 另 一 个 有 意义 的 量 是 影响 扩散 系数 : 
Dn = lim 二 cz(9 一 (xz(D)2》 (8-71) 


对 于 y(1) -V(x(1) ,A(4)) +y(1) = 0， 影 响 扩 散 系数 与 自由 场 中 的 扩散 系数 D = 
ks7/y 相 一 致 ， 与 外 力 FF 无 关 ， 仅 由 热力 学 噪声 控制 。 通 常情 况 下 ， 与 时 间 关 联 的 影响 扩 
散 系数 很 难 确定 ， 我 们 的 讨论 只 能 够 局 限于 几 个 少数 特例 。 

在 有 效 的 空间 近似 标 度 下 ， 布 朗 粒 子 的 运动 (1) 呈现 出 彼此 独立 的 单 概率 事件 ， 服 
从 一 定 的 统计 分 布 ， 而 且 在 长 时 近似 下 该 分 布 表现 稳定 分 布 特征 。 根 据 中 心 极限 定理 ， 这 
一 类 系统 在 初始 条 件 *(0) = x 下 的 分 布 近似 为 高 斯 分 布 : 


1 %)t 天] 
有 "|- | (8-72) 

至 于 离散 的 粒子 情形 ， 我 们 不 仅 考虑 流 《z》 的 值 存在 很 大 的 差异 甚至 方向 会 完全 相 
反 这 一 重要 特征 ， 而 且 影响 扩散 系数 Dr 和 时 间 : (或 者 等 价 的 实验 设备 长 度 ) 也 具有 很 
重要 的 地 位 。 当 然 ， 上 面 的 简约 框架 结构 也 会 出 现 扩展 和 演化 。 例 如 ， 较 为 全 面 地 考虑 到 
有 限 的 惯性 项 ， 或 将 一 维 空间 转换 为 二 维 空间 ， 这 些 都 会 带 来 一 定 的 差异 。 

如 果 y(1) 是 时 间 的 周期 函数 ， 即 : 

y(t+R) = y(t) (8-73) 

由 于 方程 式 8-67 中 的 力 忆 为 自由 的 恒 力 ， 则 不 失 一 般 性 地 假设 在 一 个 时 间 周 期 内 的 

平均 为 零 ; 


P(x,t) = 


[ya =0 (8-74) 
类 似 地 ， 如 果 y(1) 是 定 态 的 随机 过 程 ， 则 可 假设 其 关于 系统 的 平均 为 零 ; 
(7(D)》=0 (8-75) 


不 失 一 般 性 ， 上 述 的 无 偏 特征 对 于 参量 /(z) 也 是 充分 的 。 

至 于 无 偏 的 稳定 的 随机 过 程 ， 由 于 其 所 具有 的 基础 地 位 ， 两 个 例子 极为 重要 。 第 一 个 
例子 是 所 谓 的 对 称 分 又 噪声 或 者 说 电报 噪声 特征 的 随机 过 程 。 第 二 种 情况 则 是 高 斯 分 布 唆 
声 特 征 所 确定 的 定 态 随机 过 程 。 首 先 考虑 第 一 种 情形 ， 其 特征 是 : 在 单位 时 间 内 有 恒定 概 
率 ” 的 两 种 取 值 状态 + r，- o, 这 两 种 取 值 状态 分 别 控制 了 过 程 的 向 前 和 向 后 的 开关 。 

在 稳定 态 ， 噪 声 的 分 布 为 关于 时 间 的 平均 : 

pW) = 《6W-AKD)》 (8-76) 

对 于 稳定 态 的 噪声 分 布 的 取 值 恒定 ， 因 此 噪声 分 布 的 平均 为 : 
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p= ce) +6(f +0)] (8-77) 


上 式 给 出 的 噪声 分 布 并 不 显 含 时 间 。 相 应 的 噪声 关联 被 给 出 为 : 
MDAs)) = re 


(8-78) 
T= 1/(2n) 
这 里 的 + 称 为 关联 时 间 。 而 状态 基 o 的 方差 则 为 ， 
Co) = (0) = [fp Na (8-79) 


显然 ，o 的 方差 是 依赖 于 时 间 的 变量 。 

由 于 存在 丰富 的 自然 系统 以 及 广泛 的 技术 应 用 ， 分 子 马达 中 的 高 斯 分 布 噪声 是 第 二 类 
重要 的 随机 涨 落 。 对 高 斯 噪声 已 经 作出 了 更 多 、 更 细节 的 分 析 。 最 简单 的 情形 是 无 偏 的 定 
态 高 斯 分 布 。 定 态 高 斯 分 布 对 应 了 昂 斯 坦 - 乌 伦 贝克 过 程 ， 其 稳定 的 概率 密度 表示 为 


1 2202 
= 8-80 
pO) (8-80) 
此 分 布 具有 与 式 8-78 相同 的 关联 函数 。 因 此 ， 变 量 o* 和 关联 时 间 Tt 是 分 义 噪声 和 昂 
斯 坦 一 乌 伦 贝克 这 两 种 模型 的 模型 参量 。 


8. 2.2 对称 性 


根据 居 里 原理 ， 能 否 产生 床 轮 效应 ， 势 的 空间 对 称 性 质 具 有 极为 重要 的 地 位 。 势 的 空 
间 对 称 性 〈 简 称 对 称 性 ) ， 通 常 被 定义 为 : 对 于 任意 的 x\t, 确定 的 势 函 数 Y(x, f(t) ) 对 应 
存在 空间 量 Ax ， 使 得 : 


VC-x, f(t)) = V(x + Ax, f(t)) (8-81) 

或 者 说 这 里 的 对 称 和 反对 称 与 通常 所 说 的 “空间 各 向 同性 ”、“ 空 间 各 向 异性 ”的 含 
义 相 对 应 。 

更 为 重要 的 对 称 是 无 偏 的 倾斜 过 程 。 这 种 过 程 定义 为 : 如 果 存在 一 个 周期 At 量 ， 使 
得 对 于 所 有 的 : 都 使 得 函数 y(t) 满足 关系 -y(t) = y(!+ At) ， 则 称 y(+) 是 逆 对 称 的， 或 
简单 对 称 的 。 如 果 连 续 两 次 执行 这 种 对 称 性 变换 ， 则 有 y(t) = y(t +2At) 。 设 呐 是 基本 的 
时 间 周 期 ， 也 即 存在 一 个 最 小 的 时 间 量 值 吕 > 0, 使 函数 y(4) 满足 y(t+ 呐 ) = y(t) ， 则 
对 称 性 条 件 具 有 如 下 形式 : 

-y(t) = y(t + MR/2) (8-82) 

如 果 y(1) 是 一 个 定 态 的 随机 过 程 ， 当 过 程 -y(1) 的 所 有 统计 性 质 与 过 程 y(t) 的 所 有 
统计 性 质 相同 ， 则 称 y(+) 描述 的 过 程 为 对 称 过程 。 相 应 的 对 称 性 条 件 表示 为 : 

-7(t) y(t) (8-83) 
典型 的 对 称 过 程 有 对 称 的 分 叉 噪声 、 兄 斯 坦 - 乌 伦 贝克 过 程 、 对 称 的 泊 松 短 噪声 等 等 。 
这 里 需要 注意 , y(+) 的 无 偏 假设 式 8-74， 并 不 意味 着 y(:) 是 对 称 性 的 。 

在 其 他 的 一 些 资料 中 ， 反 对 称 势 也 被 称 为 韩 轮 势 。 在 广义 的 朗 之 万 方程 式 8-67 中 ， 

要 表现 出 布朗 马达 、 未 轮 动力 学 或 者 说 简单 井 轮 ， 不 光 是 势 函 数 V(x, f(1) ) 为 反对 称 的 
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情形 ， 在 驱动 Y(t) 是 反对 称 的 情形 也 是 允许 的 〈 此 时 的 势 可 以 表现 为 对 称 的 ) 。 
根据 式 8-81 的 对 称 性 的 定义 ， 以 工 为 空间 周期 的 势 Y(x, f(t) ) 对 称 的 充 要 条 件 的 一 
般 形 式 可 以 用 传 里 叶 余弦 级 数 表示 为 : 


Waz, f(D)) = Da) )eos(2rna/L) (8.84) 


通常 情况 下 ， 坐 标 原点 和 势能 函数 原点 的 选择 并 不 是 核心 问题 ， 我 们 往往 忽略 了 对 坐 

标 和 势 函 数 原点 的 选择 的 讨论 。 作 为 特别 的 情况 考虑 ， 我 们 设置 了 关于 空间 原点 和 时 间 初 

始 时 刻 的 平移 Ax = 0, ao(f(t)) = 0。 类 似 地 ， 作 为 周期 的 确定 性 驱动 y(t) 的 对 称 性 条 件 
式 8-82 可 以 一 般 地 写 为 傅 里 叶 的 余弦 级 数 的 形式 : 

y(t) = bcos (AR +,) (8-85) 


ns. 


如 果 了 驱动 y(1) 是 随机 过 程 ， 则 对 称 性 条 件 式 8-83 可 以 等 价 地 表示 为 奇数 阶 矩 〈 对 所 
有 的 n>0 和 时 间 4,) 为 0: 
《7Y(tDy(5)…y(bsw)》= 0 (8-86) 
形成 该 对 称 条 件 的 主要 原因 是 随机 过 程 y(1) 被 多 时 间 的 联合 概率 密度 分 布 完备 地 表 
示 ， 这 些 分 布 则 依次 由 它 的 所 有 阶 和 矩 完全 确定 。 
如 果 势 V(x, (4) ) 满足 对 称 性 条 件 式 8-84 ， 驱 动 y(t) 满足 式 8-85 或 式 8-86 ， 则 我 们 
可 以 归纳 出 在 无 静 倾 斜 力 时， 长 时 平均 的 粒子 流 为 零 ， 即 


实际 上 ， 式 8-70 所 表示 的 流 独立 于 初始 条 件 so(0) ， 不 妨 选择 m(0) = 0。 如 果 执 
V(x, 0) ) 和 驱动 y(1) 是 对 称 的 ， 满 足 式 8-81 ~ 式 8-83， 则 =0 的 随机 过 程式 8-67 所 
描述 的 实 过 程 <(1) 将 会 发 生 ， 并 且 与 镜像 - x(1!) 有 相同 的 概率 。 因 此 我 们 可 以 推论 出 
(让 = - 〈 夫 ,这 隐 含 了 式 8-87 所 示 的 结论 。 或 者 说 ， 如 果 势 或 驱动 是 对 称 的 ， 那 么 平均 
的 粒子 流 为 零 

如 果 势 < 和 驱动 (1) 并 不 满足 对 称 性 条 件 ， 那 么 根据 居 里 原理 ， 一 般 情形 的 有 限 的 平 
均 流 就 可 能 发 生 。 在 一 些 特别 的 事例 中 ， 即 使 系统 的 对 称 性 破 缺 ， 仍 然 没有 流 的 产生 。 这 
有 丙种 可 能 的 原因 ， 一 种 是 流 的 逆转 情形 (过 零点 ) ， 另 一 种 是 存在 隐 含 的 更 基本 的 对 称 
性 过 程 。 


8.2.3 主要 的 束 轮 类 型 


在 此 主要 根据 对 称 性 的 破 缺 来 进行 棘 轮 的 分 类 。 根 据 广义 朗 之 万 方程 ， 存 在 两 种 基本 
的 坏 轮 类 型 ， 第 一 种 是 y(+) = 0 的 模型 ， 称 为 闪烁 模型 (Pulsating Ratchets) 。 第 二 种 模 
型 是 /(1) = 0 的 模型 ， 称 为 倾斜 棘 轮 (Tilting Ratched) 。 

在 真实 的 闪烁 坏 轮 (y(:) = 0) 中 ， 有 一 个 最 为 基本 的 子 类 ， 其 基本 特征 是 该 韩 轮 的 
势 具有 如 下 特征 : 

Yx, f(t)) =Yz)[I+AFoO] (8-88) 
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公开 让 具有 这 一 类 势 的 特征 的 韩 轮 ， 我 们 称 之 为 涨 落 势 束 

4 二 轮 。 式 中 左边 方 括号 内 的 被 加 数 1 是 为 了 方便 而 设 ， 

人 反映 了 对 总 势 的 非 微 扰 贡 献 。 这 种 涨 落 势 韩 轮 ， 仅 

势 关闭 包含 了 两 种 状态 ， 开 、 关 。 也 就 是 说 坏 轮 势 中 的 参 

数 项 /(1) 只 能 取 两 种 可 能 的 值 ， 即 +1 和 -1。 当 取 

SR 一 二 ! 时， 总 势 为 零 ， 称 此 种 情况 为 势 的 关闭 状态 。 而 

ae ed 当 /(t) 取 +1 时 ， 总 势 不 为 零 ， 称 此 情况 为 势 的 开 

启 状 态 。 内 炮 束 轮 势 中 的 涨 落 环 轮 的 原理 如 图 8-13 

势 开局 所 示 。 涨 落 束 轮 工作 原理 示意 图 。 当 棘 轮 势 关闭 时 ， 

图 8-13 布朗 粒子 在 自由 场 中 作 各 向 同性 的 自由 扩散 。 当 就 

轮 势 开启 时 ， 布 朗 粒子 在 势 场 的 作用 下 汇聚 于 势能 

的 谷 点 。 由 于 小 梯度 区 域内 的 粒子 数 多 ， 系 统 平均 后 的 粒子 流 将 主要 由 该 区 域 的 粒子 所 贡 
献 。 因 此 在 反对 称 势 作用 下 的 涨 落款 轮 ， 将 表现 出 向 左 的 粒子 流 的 棘 轮 效应 。 

从 方程 式 8-87 可 以 看 到 ， 仅 当 方程 右边 的 势 V(x) 满足 空间 对 称 性 的 时 候 ， 方 程 左边 


的 势 Kx, (4) ) 才 具 有 空间 对 称 性 。 或 者 说 ， 势 Y(x, /(z) ) 的 空间 对 称 性 性 质 完全 由 
Kx) 所 确定 。 由 棘 轮 的 工作 原理 可 以 知道 ， 只 要 势 V(x) 是 空间 对 称 的 ， 无 论 时 间 因子 
A(4) 具有 何 种 性 质 ， 都 不 会 产生 流 (*) ， 即 束 轮 效应 不 会 出 现 。 所 以 ， 涨 落 环 轮 的 效应 
受 空间 对 称 性 排斥 ， 在 空间 对 称 性 条 件 下 不 会 出 现 束 轮 效应 。 在 此 背景 下 ， 我 们 考虑 最 简 
单 而 又 重要 的 情形 : 空间 反对 称 势 V(x) 与 时 间 因 子 /(1) 的 结合 ， 因 子 A(1) 既 可 以 是 关于 
时 间 原点 对 称 的 ， 也 可 以 是 随机 的 过 程 。 通 常 将 这 种 结合 的 势 称 为 涨 落 势 。 
闪烁 环 轮 中 的 第 二 类 或 轮 被 称 之 为 传输 势 束 轮 。 传 输 势 束 轮 具有 如 下 的 势 函 数 的 形 
式 : 
V(x, f(0)) = V(x -f(t)) (8-89) 


这 种 势 称 为 “传输 势 "。 传输 势 中 的 时 间 因子 形式 的 最 自然 选择 是 对 称 的 长 时 漂移 ， 
即 = limy(1)At, 如 此 的 (1) 选择 所 构成 的 势 ， 我 们 称 之 为 真实 的 传输 势 整 轮 ( Cenuine 
Traveling Pogtential Ratchet) 。 除 了 对 称 的 长 时 漂移 以 外 , f(1) 只 能 是 周期 函数 和 定 态 的 随 
机 过 程 ， 所 对 应 的 棘 轮 势 等 价 于 倾斜 坏 轮 或 称 之 为 不 当 的 传输 势 棘 轮 ( Improper Trave- 
ling Pogtential Ratchet) 。 在 传输 势 棘 轮 中 ， 无 论 方程 式 8-87 的 独立 势 V(x) 是 否 对 称 ， 
方程 式 8-88 右边 的 势 V(x, (1) ) 并 不 满足 对 称 性 的 条 件 式 8-81。 由 于 势 的 对 称 性 质 确 
定 了 粒子 流 的 产生 与 否 ， 因此 真实 的 传输 势 和 不 当 的 传输 势 的 对 称 性 质 的 研究 是 十 分 
重要 的 。 

闪烁 苯 轮 的 第 二 大 类 是 倾斜 坏 轮 ， 其 特征 是 坏 轮 势 的 时 间 因子 恒 为 零 V(t) =0)。 倾 
斜 的 棘 轮 势 的 形式 可 以 表示 为 : 


V(x, f(t)) = V(x) (8-90) 


当 V(x) 是 坏 轮 势 时 (反对 称 势 )， 则 将 驱动 y(1) 局 限 在 对 称 的 情形 。 如 果 驱 动 y(0) 
是 随机 过 程 ， 则 广义 朗 之 万 方程 式 8-67 所 描述 的 款 轮 势 称 为 涨 落 力 棘 轮 ( Fluctuating 
Force Ratehet) 。 如 果 驱 动 y(1) 是 时 间 的 周期 函数 ， 称 所 对 应 的 闽 轮 势 为 摇摆 棘 轮 。 摇 摆 


.200 . 


势 和 播 摆 棘 轮 的 工作 情况 见 图 8-14， 图 8-14 为 摇摆 棘 轮 工 作 示意 图 。 图 中 分 别 画 出 了 驱 
动 y(4) 周期 性 地 取 极 大 和 极 小 +4、-4 两 种 情况 下 的 棘 轮 势 。 当 取 +4 时 ， 势 能 大 ， 如 
上 图 ， 在 弱 噪声 驱动 下 产生 向 右 的 粒子 流 。 当 取 -4 时 ， 如 下 图 ， 弱 噪声 驱动 下 产生 向 左 
的 粒子 流 。 由 于 或 轮 的 空间 不 对 称 性 ， 系 统 平均 的 左 、 右 粒子 流 不 等 ， 从 而 产生 净 粒子 
流 。 这 里 的 净 粒 子 流 的 方向 取决 于 两 种 情况 下 的 势能 梯度 差 。 图 8-15 为 摇摆 棘 轮 势 示意 
图 。 图 中 三 条 曲线 分 别 表示 了 有 驱动 的 两 种 极 值 情形 的 棘 轮 势 和 没有 驱动 时 的 棘 轮 势 
(中 央 的 一 条 ) 。 显 然 ， 环 轮 势 关于 空间 具有 反对 称 性 。 


Lo+x4 


图 8-14 


图 8-15 


如 果 势 函数 式 8-90 是 对 称 的 ， 要 产生 埋 轮 效应 (产生 有 限 的 粒子 流 ) ， 就 必须 要 求 驱 
动 y(+) 是 反对 称 的 。 只 要 驱动 y(1) 是 反对 称 的 ， 就 称 这 一 类 球 轮 为 反对 称 倾斜 为 轮 ， 无 
论 y(1) 是 周期 的 或 是 随机 的 以 及 势 V(x) 的 对 称 与 否 。 

还 有 一 类 更 为 重要 的 束 轮 ， 其 特征 是 广义 朗 之 万 方程 中 的 驱动 、 势 函数 的 时 间 因子 恒 
为 零 ,/(1) = 0, y(1) = 0。 取而代之 的 是 与 时 间 和 空间 关联 的 温度 ， 这 就 是 前 面 论 及 的 温 
度 棘 轮 ， 也 叫 赛 贝克 棘 轮 (Seebeck Ratchet) 。 对 于 温度 随 空间 的 变化 ， 人 们 往往 只 考虑 
到 随 空间 的 周期 性 变化 一 类 情况 。 而 对 于 温度 随时 间 的 关系 ， 即 要 考虑 随时 间 的 周期 性 变 
化 ， 有 一 些 情况 还 得 考虑 关联 到 时 间 的 随机 变化 。 像 细胞 内 水 解 ATP 导致 的 蛋白 输 运 ， 
就 属于 后 一 类 情况 。 

在 一 些 文献 中 ， 把 朗 之 万 方程 式 8-67 所 描述 的 随机 过 程 称 为 “布朗 粒子 "。 当 然 ， 
在 一 些 事例 中 ， 该 方程 的 解 x(+) 确实 代表 了 物理 粒子 的 具体 坐标 。 但 是 ， 在 更 多 的 情形 
下 , *(1) 表征 的 却 是 不 同类 型 系统 自由 度 或 关联 的 状态 变量 。 例 如 ， 酶 的 化 学 反应 坐标 、 
分 子 的 几何 形状 或 内 自由 度 、 费 曼 束 轮 中 的 要 轮 和 为 爪 的 空间 位 置 、 超 导 量子 效应 
(SQUID) 中 的 约 瑟 芬 生 (Josephson) 相位 等 等 。 


8.2.4 分 子 马达 的 热力 学 环境 


对 分 子 马达 模型 讨论 的 另 一 个 中 心 问题 是 分 子 马达 的 热力 学 环境 。 热 力学 环境 主要 表 
现在 系统 与 热 浴 的 相互 作用 ， 或 者 说 系统 加 热 浴 模 型 。 这 里 所 说 的 系统 是 指 我 们 所 研究 的 
布朗 粒子 ， 而 热 浴 则 是 布朗 粒子 周围 的 远 小 于 布朗 粒子 尺度 的 介质 粒子 的 全 体 。 热 浴 对 系 
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统 的 作用 ， 根 据 涨 落 耗 散 定理 ， 主 要 表现 在 噪声 〈 主要 涉及 到 高 斯 白 噪声 ) 和 正比 于 非 
恒定 的 系统 速度 的 黏 滞 耗 散 〈 宏 观 上 表现 为 黏 滞 阻 尼 ) 。 

对 布朗 马达 研究 的 任何 途径 的 起 点 ， 均 来 自 于 系统 的 微观 模型 和 其 对 应 的 环境 热 浴 的 
基本 性 质 。 首 先 从 总 系统 的 哈密 顿 出 发 ， 对 系统 和 热 浴 进行 描述 。 总 哈密 顿 的 形式 可 以 写 
为 : 


2 Nn 2 
让 : 和 4 
H= Di V(x)+ 2 am + V(x,% ,Xn) (8-91) 


这 里 的 xp 分 别 表示 所 研究 系统 的 坐标 和 动量 , V,(x) 是 布朗 系统 的 势能 。 而 %, pj 则 
表示 N > ! 时 环境 的 微观 自由 度 。 式 8-91 右边 的 最 后 一 项 表示 总 的 作用 势 ， 包 括 了 系统 
与 环境 之 间 的 耦合 。 为 简单 起 见 ， 我 们 将 讨论 限制 于 单一 关系 ( 慢 ) 的 状态 变量 (1) 。 
例如 ， 无 磁场 时 的 粒子 的 笛 卡 儿 坐 标 ， 或 SQUID 中 的 约 瑟 芬 生 相 位 等 等 。 我 们 注意 到 ， 
在 另外 一 些 事例 中 (如 酶 的 化 学 反应 坐标 ， 几 何 构 型 ， 或 者 分 子 的 一 些 其 他 内 自由 度 ) 
对 应 的 慢 关系 的 状态 变量 *(:) 通常 是 广义 坐标 ; 类 似 的 ， 快 的 热 浴 自 由 度 % 亦 是 广义 坐 
标 。 实 际 的 动能 形式 要 远 比 式 8-91 中 的 动能 项 的 形式 复杂 得 多 ， 而 相应 存在 的 势能 中 ， 
区 分 研究 的 “真实 系统 ”与 “环境 加 系统 热 浴 耦 合 ” 并 不 是 十 分 有 意义 的 。 在 所 有 的 这 
些 讨论 中 ， 广 义 的 线性 响应 仍然 有 效 。 

由 于 环境 自由 度 的 存在 ， 使 得 哈密 顿 式 8-91 的 形式 十 分 复杂 ， 因 此 要 想法 消去 环境 
自由 度 变量 ， 以 简化 复杂 的 哈密 顿 形式 。 首 先 ， 使 用 相应 的 运动 方程 的 形式 解 ， 形 式 为 
*(4) ,对 应 了 t=0 时 的 初始 条 件 : y = (x1(0) ,Pi(0) ,xzw(0) ,pw(0))。 或 者 说 ， 能 写 
出 形式 解 %(t,[x(1) ] ,8o),t'e [0,4], 这 个 解 是 时 间 :、 初 始 条 件 go 、 动 力学 函数 x(t) 
的 函数 〈 当 然 在 此 并 未 给 出 动力 学 函数 的 形式 ) 。 将 解 的 形式 带 和 系统 x(1) 的 运动 方程 ， 
得 到 等 价 的 牛顿 动力 学 方程 的 结构 

mx = f(t,[x(1")] ,go) (8-92) 
除了 特别 的 谐振 子 热 浴 以 外 ， 在 大 部 分 情形 ， 直 接 的 解析 表达 式 f(1, [x(1') ] ,do) 
f(t,[x(1')],$o) 不 能 够 得 到 。 因 为 这 需要 解 出 多 维 的 混沌 动力 学 方程 的 解析 解 
区 (bb[x() ] ,$0) ,t'e [0,t] 以 及 包含 了 平衡 态 统计 动力 学 的 推导 。 对 于 特别 情形 ， 在 我 
们 考虑 环境 是 平衡 态 热 洽 时 ， 统 计 动力 学 的 原则 也 就 自然 引入 。 也 就 是 说 ， 我 们 假设 系统 
的 初始 条 件 是 任意 确定 的 值 x(0) .p(0) , 热 浴 的 初始 状态 和 是 满足 规范 概率 分 布 的 随机 
子 样 。 规 范 概率 分 布 为 P(do) x exp[ - H(x(0) ,P(0) ,9o)/k7T] ,对 应 的 物理 结构 是 “ 超 
热 治 "， 或 者 说 弱 耦 合 热 洽 。 这 个 分 布 可 以 由 系统 动力 学 方程 式 8-92 导致 的 随机 过 程 在 环 
境 的 初始 条 件 下 获得 ( 拉 格 朗 日 方程 求解 ) 。 引 入 关于 初始 条 件 平均 的 符号 : 


f(x(D [zx(te)]) = (xz(D st, [C2)] ,bo)》 (8-93) 
我 们 可 以 分 解 式 8-92 右边 为 三 项 之 和 : 
mx =— V(x(t)) -h(x(t) ,4, [x(0)]) + g(x(t),t, [z(t") ] ,bo) (8-94) 


上 式 中 右边 第 一 项 由 系统 的 瞬时 状态 所 确定 ， 第 二 项 由 系统 经 历 的 历史 所 确定 ， 第 三 
项 是 微观 结构 ， 产 生 随 机 过 程 的 动力 学 。 以 上 三 项 定义 为 如 下 形式 : 
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V(x(D) =- f(x(0) ,4, [x(t) = (0)]) (8-95) 
ACz(D,t[z(t]) =- (xz(D,t[x(tD]) + fix(t) ,st, [z(t) =x(t)]| (8-96) 


B(x(t) ,st, [x(2)] ,bo) = fx(t) ,tx(t)] ,Go) — fix(t),t, [x(1)]! (8-97) 
式 中 , [x(4") =x(t) ] 表示 对 于 所 有 的 时 间 t"e [0,t] ， 函 数 x(+) 保持 相同 的 值 *(+) ; 应 
该 理解 为 形式 函数 的 自 变量 ， 而 不 是 实际 系统 动力 学 的 真实 解 。 更 进一步 ， 式 8-96 左 端 
的 修正 函数 变量 [x*(:") ] 被 证 明 是 恰当 的 ,实际 上 可 以 根据 已 知 的 x(t) 和 [x(+") ] 来 构 
造 任意 的 函数 x*(:') , !'e [0,t] 。 还 应 该 注意 到 ， 随 机 量 bo 源 于 噪声 ， 其 平均 值 为 零 。 
对 于 x(1') 一 x(4) ， 热 浴 保 持 初始 的 标准 概率 分 布 和 根据 式 8-91. 中 的 势 而 得 到 式 8-92 
右边 的 力 的 表示 。 从 式 8-93 和 式 8-95 我 们 可 以 推断 出 作用 势 所 具有 的 形式 为 : 


n 
Vx) = V(x) = kaTInfTTexpl Va, ,en) /ka Tl (8-98) 
二 


在 一 般 情 况 下 ， 系 统 的 势 双 通过 消除 环境 自由 度 被 重 整 化 ， 扮 演 了 类 似 于 自由 能 的 角 
色 而 不 是 位 能 。 然 而 ， 如 果 势 V,(*,x, ,…,xw) 是 变换 不 变 的 ， 也 就 是 说 对 于 任意 的 A， 
均 有 (x,x xy) = V(x +A,xl + 人 A,…,xn + 信 ) ,那么 式 8-98 重 整 化 归结 为 无 关 的 附 
加 常数 。 

到 目前 为 止 ， 所 有 形式 的 操作 仍然 是 严格 的 ， 但 最 终 要 关于 方程 式 8-96 的 摩擦 项 做 
了 两 个 近似 。 首 先 ， 关 于 x*(+") 展开 函数 A(x( ,t, [x(1') ])。 考虑 h(x(1),t, [x(1') = 
0]) = 0, 则 主要 阶 的 近似 为 : 


h(x(0) 4, L200)]) ~ [ws i) = 0D;( a, (8-99) 
6x(s) 
其 次 ， 直 接 使 用 假设 : 与 环境 相 比 相关 的 状态 变量 x(1) 变化 缓慢 ， 因 此 对 于 所 有 的 。 
均 有 x(s) = *(1)。 还 进一步 看 到 ,在 相同 的 近似 中 ， 所 保留 下 来 的 积分 不 再 直接 依赖 于 
时 间 t。 可 以 近似 地 得 到 一 般 的 摩擦 项 的 形式 : 


h(x(t) ,4, [x(2)]) ~ yx(t) )#(t) (8-100) 
至 于 忽略 掉 的 上 式 中 右边 的 修正 项 ， 不 能 无 条 件 地 附加 为 零 。 要 忽略 掉 这 些 项 ， 就 必 
须 修正 平衡 环境 ， 这 就 要 导致 热平衡 的 破坏 ， 从 而 违背 了 热力 学 第 二 定律 。 这 种 缺陷 只 能 
够 通过 相应 调整 式 8-97 的 涨 落 来 修正 。 也 就 是 说 沿 着 涨 落 耗 散 和 线性 响应 这 条 线索 ， 可 
以 表现 出 式 8-94 、 式 8-100 的 特殊 结构 。 这 种 特殊 结构 对 应 着 需要 热平衡 环境 的 动力 学 
(对 应 热力 学 第 二 定律 ) ， 唯 一 地 确定 了 表现 于 式 8-94 中 经 过 适当 调整 的 涨 落 的 所 有 的 统 
计 性 质 。 此 外 ， 在 布朗 粒子 的 动力 学 中 ， 无 偏 的 高 斯 白 噪声 是 必须 的 〈 当 然 也 可 以 是 其 

他 类 型 的 噪声 ) 。 高 斯 白 噪 声 的 关联 是 满足 于 涨 落 耗 散 定理 的 : 
Ex) 4, [x(0)] ,do)5(x(s),s[x(s)], 和 o)》= 27(x(D)ka75( —s) (8-101) 

式 中 , y(x(+) ) 可 以 看 作 是 热力 学 环境 对 系统 的 耦合 强度 。 

如 果 势 V(x,x, ,…,xx) 是 变换 不 变 的 ， 那 么 不 仅 式 8-98 中 势 的 重 整 化 为 无 关 的 附加 
常数 ， 而 且 关 联 到 空间 的 摩擦 系数 y(x(+) ) 消失 。 在 过 阻尼 情形 下 , m 一 0, 因此 回复 到 无 
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扰动 的 工作 模式 8-67 、 式 8-70。 对 于 典型 的 小 系统 ， 忽 略 惯性 项 的 过 阻尼 模型 是 很 好 的 
近似 。 但 是 ， 也 有 例外 。 例 如 SQUID 系统 中 ， 过 阻尼 极限 和 有 限 的 惯性 描述 了 真实 的 实 
验 环境 。 

如 果 式 8-67 中 的 周期 势 和 热力 学 环境 具有 不 同 的 物理 原点 ， 那 么 势 由 (z,z，…xw) 
的 变换 不 变 以 及 不 依赖 于 x 的 系统 - 热 浴 耦合 y 就 自然 地 产生 。 对 于 具体 的 事例 ， 假 定 不 
能 丢掉 新 的 基本 效应 ， 应 该 把 注意 力 集中 在 与 变量 无 关 的 摩擦 系数 y 上 。 

在 迄今 为 止 的 讨论 中 ， 一 直 存在 一 个 基本 的 假设 ， 它 清楚 地 表现 为 特征 时 间 的 标 度 控 
制 了 “ 慢 ” 系 统 变量 和 其 他 的 环境 变量 ， 具 体 的 结论 是 无 记忆 的 摩擦 力 和 无 关联 的 热力 
学 涨 落 ( 白 噪声 ) 。 然 而 ,还 存在 着 不 能 实现 这 种 假设 的 物理 系统 。 一 种 可 能 的 原因 是 人 
们 一 直 没有 注意 到 相关 的 慢 状态 变量 和 将 高 维 矢量 x(+) 的 计算 简化 为 低 维 进行 。 此 外 ， 
在 一 些 情形 中 , x(1) 的 维度 会 变 得 很 高 ， 以 至 于 保持 记忆 摩擦 和 关联 噪声 会 变 得 更 加 方 
便 。 把 讨论 限制 于 V(x,x,,…,xn) 具有 变换 不 变性 的 情形 ， 则 式 8-99 就 有 一 般 的 形式 : 


h(x(O [CD)]) ~ fy -is) ds (8-102) 


在 此 ， 为 了 定义 微分 方程 式 8-94 的 唯一 解 ， 假 设 对 于 + < 0,x(t) = 0。 因此 积分 下 限 
可 以 扩展 到 - wm。 类 似 地 ， 在 方程 式 8-101 中 ， 假 设 了 热平衡 也 就 意味 着 方程 式 8-94 中 的 
热力 学 涨 落 为 无 偏 的 高 斯 白 噪声 ， 其 关联 满足 涨 落 耗 散 定理 的 形式 : 

(E(x(2) st, [x(2)], Go) E(x(s) ,ss [x(s)] ,$0)) = y(t- st)ksT 

注意 ， 这 里 的 项 三 角 号 表示 无 量 纲 标 度 。 

应 该 假定 ， 在 长 时 近似 下 ， 朗 之 万 方程 式 8-94 导致 了 正确 的 平衡 分 布 : P(x,p) < 
exp{- [给 + Vx) ]ka7}, 这 个 分 布 独立 于 y(x) ,y(t) 的 选择 。 特 别 地 ， 这 个 分 布 严格 
地 等 于 没有 做 任何 近似 的 原始 系统 式 8-95 ~ 式 8-97 的 稳定 态 的 结果 。 

8.2.5 非 平衡 扰动 


在 条 件 f(t) =0,y(t) =0,F = 0 下 的 “ 非 扰动 ”平衡 系统 式 8-67 具有 两 类 可 能 的 主 
要 扰动 。 第 一 类 扰动 本 质 上 是 方程 式 8-67 中 的 外 力 P， 也 即 是 通过 系统 * 被 移动 一 个 空 
间 周 期 了 后 获得 〈 损 失 ) 能 量 。 例 如 ， 作 用 于 真实 布朗 粒子 的 均匀 力 ， 或 者 当 状态 变量 x 
作为 相 空 间 中 的 过 程 描述 时 所 体现 出 的 角 动 量 类 型 的 扰动 。 无 偏 的 时 间 关联 部 分 的 扰动 来 
源 于 倾斜 力 y(:) , 而 系统 的 部 分 则 来 自 于 静 力 F。 第 二 种 类 型 的 可 能 扰动 直接 影响 到 系统 
变量 *， 但 在 * 被 改变 一 个 周期 后 ， 并 不 导致 能 量 的 改变 。 例 如 ， 在 均匀 电磁 场 中 的 具有 
旋转 自由 度 的 电 偶 极 子 。 

另 一 种 选择 的 扰动 ， 并 不 直接 影响 到 状态 变量 *， 而 是 涉及 到 相应 的 周期 势 中 的 物理 
机 制 ， 这 一 类 扰动 产生 于 “闪烁 势 ”Y(x, (1) ) 。 也 有 一 些 系统 x 的 “内 自由 度 ” 被 激发 
出 来 ， 这 些 内 自由 度 修改 了 周期 势 的 影响 ， 或 者 说 周期 势 本 身 可 以 被 扰动 所 影响 。 例 如 ， 
电场 可 以 改变 其 内 的 电荷 分 布 〈 中 性 布朗 粒子 的 电极 化 ) 。 根 据 系统 的 细节 ， 三 种 基本 类 
型 ( 涨 落 、 反 常 输 运 、 真 实 输 运势 ) 或 者 取 单 一 的 形式 ， 或 者 复合 为 倾斜 棘 轮 。 不 同类 
型 的 扰动 可 以 通过 外 场 被 应 用 于 实验 。 
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对 于 随机 的 扰动 A(t) 、y(1) , 我 们 已 经 假设 定 态 的 、 独 立 变 量 的 统计 性 质 。 至 于 热 品 
声 ， 实 际 上 假设 了 热 浴 的 “巨大 ”特征 ， 使 得 其 基本 性 质 不 被 “小 ”系统 所 影响 。 在 方 
程式 8-67 中 隐 含 了 更 强 的 假设 ,忽略 了 _f(1) 或 y(+) 的 热 浴 背景 耦合 机 制 〈 作 用 耦合 ) ， 
类 似 于 平衡 态 (+) 热 浴 耗 散 机 制 。 这 意味 着 这 种 形式 热 浴 的 耦合 是 十 分 微弱 的 ， 而 且 热 
浴 (高 激发 态 ) 是 远离 具有 确定 温度 7 了 的 &(1) 热 浴 所 对 应 的 平衡 态 。 尽 管 相应 的 背景 耦 
合 效应 被 忽略 ， 涨 落 岂 2) 、y(+) 的 效应 仍然 是 值得 重视 的 。 如 果 f(1) 、y(1) 是 系统 产生 的 
周期 势 ， 那 么 在 式 8-67 模型 中 背景 耦合 效应 也 被 忽略 。 

在 所 有 的 各 种 事例 中 ， 即 使 在 长 时 近似 下 ， 系 统 仍然 不 能 够 达到 平衡 态 : 或 者 是 由 于 
持续 的 周期 扰动 ， 或 者 是 第 二 热 浴 偏 离 了 平衡 ， 或 者 是 虽然 平衡 ， 但 是 系统 、 热 浴 的 温度 
不 同 。 


8.2.6 超 对 称 


超 对 称 的 势 函 数 定义 为 : (1) 设 有 势 函 数 V(x, /(1) ), 对 于 任 给 的 变量 增 量 Ax,At， 
AV 和 任意 的 变量 *、: 均 满 足 : - V(x, f(t)) = V(x + Ax, f(t + At)) + AV, 则 称 V(x， 
J(+) ) 是 具有 周期 函数 /(1) 超 对 称 势 函 数 。(2) 如 果 /(1) 是 随机 过 程 ， 对 于 任意 的 +， 当 
一 Vx, f(t)) 和 V(x+Ax,/(-t))+AV 具 有 相同 的 统计 性 质 则 称 f(t) 是 超 对 称 的 (对 应 
稳 态 过 程 )。(3) 对 于 静态 的 势 , f(t) = 0, 当 任意 的 x 均 使 得 关系 -V(x) = V(x + Ax) + 
AV 成 立 ， 则 称 静 态 的 势 V(x) 是 超 对 称 的 。 注 意 ， 虽 然 可 以 适当 选择 变量 !:、Y 的 原点 ， 
使 得 At = 0, AV = 0, 但 是 对 于 Ax 却 不 可 能 。 实 际 上 ， 如 果 虐 是 V(x,f(1) ) 的 基本 周期 ， 
也 就 是 存在 最 小 的 数 z=L>0，, 使 得 V(x +z,/(?)) = V(x, 4) ); 则 对 势 V(x, (4) ) 实施 
两 次 超 对 称 变换 ， 即 有 V(x, /(1)) = V(x + 2Ax, Fi) ), 相 比 较 ， 则 有 Ax = L/2。 因 此 超 
对 称 中 的 空间 周期 变量 不 能 为 零 。 超 对 称 的 标准 因此 可 以 象征 性 地 表示 为 周期 和 随机 量 的 
形式 函数 关系 : 

-Yax, f(t)) = V(x + 1/2, f(-14)) (8-103) 

关于 驱动 y(t) 的 超 对 称 ， 可 以 作 类 似 的 定义 : 对 于 任意 的 : 和 给 定 的 At， 且 At 通常 

可 以 变换 为 零 〈 任 意 小 ) ， 如 果 周 期 性 函数 y(4) 满足 -y(t) = y( -t+ At), 则 称 y(1) 是 

超 对 称 的 。 而 对 于 随机 过 程 的 y(1) , 如 果 - y(t) 和 y( -+) 等 价 ， 则 称 y(1) 是 超 对 称 的 。 
或 者 说 ,周期 和 随机 过 程 (1) 的 超 对 称 的 含义 是 字 称 时 间 不 变性 : 

-7(t) sy(-2) (8-104) 

以 上 所 引入 的 超 对 称 ， 在 无 驱动 情形 (1) =0,y(1) =0,F = 0) , 可 与 超 对 称 的 量子 
力学 相 联系 。 其 基本 思想 是 将 无 驱动 的 福 克 一 普 朗 克 方 程 变换 为 薛 定 兽 方程， 用 超 对 称 势 
代替 福 克 一 普 朗 克 方 程 中 的 势 。 

至 此 ， 可 以 更 全 面 地 总 结 出 在 驱动 y(1) ,扰动 (1) 以 及 外 力 严 作用 下 的 随机 动力 学 式 
8-67 . 式 8-68 产生 流 的 条 件 。 引 入 z(1) = x( -1) + 1L/2 ， 根 据 解析 函数 的 性 质 ， 可 以 推断 
z(t) =-%( -4); 也 就 是 说 稳定 态 的 平均 流 具 有 关系 (2) = - (2) 。 在 此 ， 由 于 使 用 了 唯一 
确定 和 定 态 的 随机 过 程式 8-67 、 式 8-68 ， 而 该 徽 分 方程 关于 时 间 反 演 对 称 ， 因 此 时 间 逆 
向 的 动力 学 不 会 造成 任何 麻烦 ; 特别 地 ， 噪 声 -《#( -+) 统计 地 等 价 于 é(1) 。 另 一 方面 ， 如 
果 Kx, 成 0) ) 和 y(t) 是 超 对 称 的 ， 满 足 式 8-103 、 式 8-104 ， 则 z(z) 满足 动力 学 式 8-67， 
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等 价 于 x(t)。 由 于 流 的 自 平均 性 质 式 
8-70 ,直接 得 到 《2) = 〈x)》 。 根据 这 两 种 情 
1 况 所 得 的 结论 可 以 推论 出 此 情形 的 流 《2》 
=- 《x) = (#)》= 0。 也 就 是 说 ， 如 果 势 
V(x, f(t)) 和 驱动 y(t) 是 超 对 称 的 ， 满 
ey 足 于 式 8-103 、 式 8-104， 那么, 平均 流 必 


Wx.f(0)) 
o 


各 为 零 。 
0 图 8-16 描述 了 一 类 典型 的 超 对称 势 
的 图 像 ， 在 自然 单位 条 件 下 的 超 对 称 势 

国 8-16 V(x, /1)) 的 函数 图 像 。 此 处 对 任意 的 


及 0) 取 了 确定 值 。 其 函数 形式 满足 超 特 征 
标准 式 8-103 、 式 8-104。 这 一 类 势 函 数 的 一 般 形式 可 以 写 为 : 


V(x, f(t)) = EV eos + w(t))) (8-105) 


而 且 f(t) 具有 时 间 反 演 不 变性 : 
fA-t) sf 


注意 ,由 于 在 傅 里 叶 余弦 级 数 中 增加 了 W,(f(:)) 因子 ,而 且 传 里 叶 系 数 亦 是 
于 (f(t) ) 的 函数 ， 因 此 对 于 不 同 的 时 间 因 子 /(1)( 涨 落 ) ， 式 8-105 所 描述 的 超 对 称 函数 
不 仅 形式 不 同 ， 而 且 极 值 的 区 域 亦 不 同 。 

另 一 类 超 对 称 势 可 以 通过 求 平均 而 获得 : 


Vx, f(t)) =V, (x, f(t)) + V(x, f(t)) (8-106) 
Va KO) -Ke LO) 二 Ka AO) (C8107) 


即将 势 划 分 为 关于 f(t) 对 称 和 反对 称 的 两 部 分 : 
Vs (x, -f(t)) =+V, (x, f(t)) (8-108) 
因此 ， 构 成 超 对 称 势 的 充分 条 件 则 可 以 写 为 : 


六 (xD) = 马 mW(O)eos(23+ 思 WO)) 


V(x+L/2, f(t)) = V. (x, f(t)) (8-109) 
最 简单 的 例子 是 ， 给 定 超 对 称 的 所 5) 和 势 V(x, f(t) ) : 
Vx, f(t)) = V(x) + V(x)f() (8-110) 


这 里 V(x) 是 静态 的 超 对 称 势 (与 方程 式 8-105 和 图 8-16 相 比较 ) , V,(x) 是 以 L/2 
为 周期 的 任意 的 函数 。 或 者 说 ,， 势 V(x, f(t) ) 是 独立 于 f(t) 的 ， 而 V_(x, f(t)) 则 关于 
f(t) 是 线性 的 。 
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关于 驱动 y(t) 的 超 对 称 性 条 件 ， 可 以 
做 以 下 讨论 。 如 果 y(1) 是 周期 性 的 ， 那么 
超 对 称 性 的 条 件 式 8-104 可 以 表示 傅 里 时 表 “| 
示 的 一 般 形式 : 


y(t) = Dy A,sin(2nnt/R) 
各 


(8-111) 
典型 的 超 对 称 驱动 y(t) 如 图 8-17 所 示 。 05 0 05 10 15 
关于 随机 驱动 ， 对 于 所 有 整数 ">=1 以 
及 所 有 的 时 间 序 列 4 ,ts,L,t,, 我 们 可 以 把 图 8-17 
式 8-104 写 为 如 下 形式 : 
(y(8) y(t) 7)) = (1)"(y(-4) xy(- 4)Ly( -4,)) (8-112) 
注意 ， 驱 动 Y(+) 所 具有 的 对 称 不 外 平 这 三 种 情形 ， 点 对 称 、 超 对 称 、 时 间 反 演 不 变 ， 
车 具有 其 中 的 两 种 ， 则 必然 隐 含 了 第 三 种 。 
有 一 些 由 于 超 对 称 性 而 不 产生 流 的 情况 需要 加 以 说 明 。 主 要 的 例子 是 倾斜 环 轮 (/(:) 
= 0), 具有 图 8-16 所 示 的 超 对 称 势 以 及 图 8-17 所 示 的 周期 驱动 ， 自 然 单位 (无 标 度 ) 下 
的 超 对 称 的 中 周期 驱动 的 典型 情况 。 或 具有 对 称 分 叉 噪声 ， 昂 斯 坦 一 乌 伦 贝克 噪声 ， 对 
称 的 泊 松 短 品 声 。 另 一 方面 ， 对 称 的 但 是 非 超 对 称 的 势 结合 了 超 对 称 但 非 对 称 的 驱动 通常 
产生 有 限 流 。 
在 对 称 性 条 件 下 ， 具 有 周期 性 驱动 的 倾斜 势 ( 例 如 摇摆 束 轮 和 反对 称 倾斜 束 轮 ) 的 
概况 如 图 8-18 所 示 ， 在 自然 单位 下 ， 具 有 势 y,(x) 和 周期 性 驱动 y,(1) 的 倾斜 束 轮 的 对 称 
性 考虑 概况 。i = 1: 对 称 的 而 且 超 对 称 ; i=2: 对 称 但 非 超 对 称 ; i =3: 超 对 称 但 非 对 称 ; 


1 Ho) i CD) 
0| 
< 外 | 
-1 0 1 EE] 0 i 
1 Kx) t wD) 
9 mn 1， 二 
-1 了 
El i 4 0 i 
1 KY) 0 
9 > ol 
-1 -1 
| 0 1 可 0 1 
1 HY) 1 0 
ol ol 
4 > 
-1 1 -1 0 1 
图 8-18 
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i=4: 既 不 对 称 ， 也 不 超 对 称 。 

对 于 同时 是 对 称 或 超 对 称 的 任意 势 与 任意 驱动 的 组 合 ， 粒 子 流 为 零 ; 不 产生 球 轮 效 
应 。 而 其 他 类 型 的 势 和 驱动 的 组 合 通常 要 产生 有 限 的 流 。 为 了 得 出 清晰 的 基本 特征 ， 在 图 
中 选择 了 非 光滑 势 V(x) 和 驱动 Y(+) , 并 且 限 制 驱动 yY(+) 为 时 间 的 周期 函数 。 

只 要 V(x, f(1) ) ,y(4) 是 超 对 称 的 ， 则 《x》= 0 的 性 质 是 不 变 的 ， 即 使 摩擦 系数 y、 
温度 了 以 及 驱动 Y(+) 幅度 、 特 征 时 间 标 度 等 发 生 改 变 。 与 流 逆转 情形 相 比较 ， 这 里 的 


《%*) = 0 并 不 需 调整 模型 参数 。 
8.2.7 流 逆转 的 修正 


假设 两 个 势 V(x, (4) ) ,(i = 0,1) , 在 参数 J = pw 时， 形成 相反 的 流 《*) 。 因此， 我 


们 可 以 构建 第 三 个 势 ， 书 写 为 wo(x, /(1) ) , 该 势 具有 如 此 性 质 : 流 〈z》 作 为 参数 / 的 函 
数 ， 在 指定 的 参考 值 y。 处 表现 出 了 反 转 。 实 际 上 ， 我 们 构建 如 下 的 势 函 数 : 

V(x, f(D)) = AV(x, 0)) + (1 -A) V(x, Ax)) (8-113) 
式 中 ,参数 A e [0,1]。 或 者 说 , 势 V(x,/(1) ) 将 上 面 定义 的 在 = po 处 产生 相反 流 (*》 
的 两 个 势 V(x, (4) ) ,(i = 0,1) 光滑 连接 。 因 此 ,V(x, f(t) ) 在 = pw 处 出 现 了 流向 的 
逆转 。 这 样 的 构造 实际 上 默认 了 在 A 连续 变化 时 流 〈%) 地 连续 变化 ; 并且 存在 一 定 的 中 
间 势 ww(x, A(4) ) (对 应 一 个 确定 的 A。) ， 相 应 的 流 为 零 。 这 样 的 假设 并 非特 别 ， 可 以 看 
到 在 式 8-67 中 非 零 的 热力 学 噪声 是 充分 条 件 而 非 必要 条 件 。 因 为 流 (*) 的 符号 是 抵抗 势 
V(x,， Ap) ) 的 变化 ， 因 此 可 以 进一步 地 认为 动力 学 式 8-67 中 起 作用 的 一 般 是 势 的 梯度 而 
非 势 的 对 称 性 、 超 对 称 性 以 及 附属 的 对 称 性 。 或 者 说 所 处 理 的 一 般 情 形 中 ， 关 于 参数 4 的 
流 的 函数 表现 出 孤立 的 零点 ， 或 者 是 说 在 上 = po 出 现 了 真实 的 流 的 逆转 。 

如 果 假 设 的 两 个 势 中 (xz, f(t) ),(i = 0,1) 在 = mm 处 形成 两 个 相反 方向 流 的 条 件 不 
满足 ， 则 流 在 wo 处 也 就 不 可 能 产生 逆转 。 或 者 说 所 假设 的 条 件 是 流 逆转 的 充 要 条 件 。 例 
如 ， 如 果 驱 动 (+) 是 对 称 的 而 温度 7 独立 于 变量 x*， 根 据 对 称 性 的 讨论 可 知 V(x, /(1) ) 
导致 的 流 的 方向 与 V( - x, /(+) ) 所 导致 的 流 的 方向 相反 。 因 此 我 们 可 以 选择 V(x, f/(1) ) 
= V(x, A(t) ) 作为 产生 流 (x) 关 0 的 任意 势 ， 而 将 V(x, 所 0D) ) 看 作 是 Y( -x,f(1) ) 的 修 
正 。 于 是 可 以 推论 出 对 于 j= po 将 出 现 流 的 逆转 。 

也 可 以 考虑 将 驱动 Y(+) 的 一 些 特征 性 质 作 为 变量 以 替换 棘 轮 动力 学 式 8-67 中 的 固有 
成 分 〈 尤其 是 势 函 数 中 的 成 分 ) 。 如 果 存在 两 种 特殊 的 驱动 (1) ,(i = 0,1) 在 参量 = jp。 
处 形成 相反 的 流 ， 则 根据 上 面 讨论 的 相同 线索 ， 至 少 存在 一 个 A e (0,1) ， 可 以 构造 出 另 
一 个 驱动 y,, 其 形式 为 : 

nt) = Ayi(t) +(1-A)yo(t) (8-114) 

于 是 方程 式 8-114 所 确定 的 驱动 y, 将 出 现 流 〈*) 的 零点 ， 也 就 是 说 对 于 任意 预期 的 

参考 参数 值 yo, 将 出 现 流 的 逆转 。 例 如 ， 如 果 V(x, A(1)) 是 对 称 的 (这 里 温度 7 取 常 


数 ) ， 那 么 反对 称 的 y(t) 通常 要 产生 流 (x) 头 0, 而 - y(1) 则 要 产生 相反 方向 的 流 。 于 是 
对 于 任意 预期 的 参考 参数 值 x = pw 将 产生 流 的 逆转 。 由 于 y(1) 是 典型 的 由 外 场所 产生 的 
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驱动 ， 这 样 的 离散 图 像 是 可 以 考虑 用 实验 来 研究 的 。 

流 逆转 的 修正 方法 暗示 了 ， 通 常 的 粒子 流 的 方向 〈 甚 至 于 粒子 流 的 数量 值 ) 以 复杂 
的 方式 依赖 于 环 轮 势 或 驱动 的 结构 细节 。 在 这 一 方面 ， 温 度 棘 轮 式 8-65 的 主要 的 小 周期 
及 行为 是 一 个 十 分 简单 的 例子 。 因 此 ， 关 于 流 的 方向 性 的 启发 式 的 解释 和 简单 规则 将 使 
人 十 分 兴奋 。 

以 上 对 于 流 的 逆转 构造 的 本 质 描述 采用 了 十 分 简单 和 普通 的 工具 。 然 而 ， 在 此 方法 中 
没有 其 他 控制 参数 能 比 参量 上 更 具体 地 以 函数 的 形式 关联 到 流 。 或 者 说 还 没有 找到 更 具体 
的 系统 的 物理 参数 来 代替 上 。 同 样 地 ， 迄 今 为 止 还 不 能 建立 起 功能 如 V(x) ,yu(t) 的 复 
杂 形 式 的 函数 。 对 称 形式 的 流 逆转 以 及 实现 流 逆转 的 简单 的 势 和 驱动 的 更 详细 的 分 析 预 测 
是 失效 的 。 实 际 上 ， 图 8-10 所 描写 的 结果 ， 仍 然 没 有 能 够 用 上 述 构造 方法 直接 得 到 。 当 
然 ， 近 似 的 应 用 是 较为 合理 的 。 


8.2.8 势 垒 隧 穿 极限 


在 此 描述 的 所 有 球 轮 类 型 中 ， 当 没有 热力 学 噪声 (7T=0) 时 ， 所 有 的 布朗 粒子 x(1) 
在 所 有 的 时 间 内 均 被 限制 于 空间 周期 的 某 一 部 分 (通常 为 势能 的 谷 点 )。 而 当 存 在 小 量 值 
的 热力 学 噪声 时 (注意 ， 当 噪声 很 大 时 , 7 一 ,布朗 粒子 的 动能 远大 于 势 双 高度， 因此 
布朗 粒子 的 热 运动 将 济 没 坏 轮 效应 ) ， 由 于 热力 学 涨 落 ， 布 朗 粒子 将 穿 过 禁区 。 然 而 ， 这 
样 的 隧 穿 事件 是 十 分 稀少 的 ; 而且 在 布朗 粒子 从 一 个 空间 周期 输 运 到 临近 的 空间 周期 后 ， 
将 在 新 的 区 域内 停留 很 长 一 段 时 间 。 由 于 与 粒子 在 两 次 输 运 之 间 的 亚 稳 态 所 占用 的 时 间 相 
比较 ， 粒 子 穿越 所 用 的 时 间 可 以 忽略 ， 因 此 单位 时 间 的 输 运 概率 可 以 用 恒定 速率 来 很 好 地 
近似 描述 。 
如 果 向 右 的 输 运 速率 用 ,表示 ,而 向 左 的 输 运 速率 用 表示 , 则 平均 的 粒子 流 满足 于 : 
(2 = [k,—k-] (8-115) 


式 8-42 就 是 一 个 直接 的 特例 。 使 用 输 运 的 速率 描述 ， 影 响 扩散 系数 式 8-5 可 以 计算 
为 如 下 的 结果 : 


Du = S[k.+h] (8-116) 


在 温度 7=0 时 ， 如 果 输 运 存在 ， 尽 管 很 小 ， 结 论 式 8-115、 式 8-116 仍然 成 立 。 这 可 
以 作为 倾斜 琼 轮 (/(1) = 0) 在 驱动 y(1) 为 弱 高 斯 的 一 个 具体 例子 。 另 一 方面 ， 真 实 的 输 
运势 糠 轮 即使 在 7 了 =0 时 也 可 以 导致 不 可 忽视 的 流 ， 这 显然 不 符合 物理 事实 。 由 流 和 扩散 
系数 的 值 ， 确 定 了 穿越 空间 势 阱 或 周期 吸引 子 (体现 在 y(t) 、f(1) 为 时 间 的 周期 函数 ) 
的 一 定 的 速率 。 在 这 里 , y(1) 、/(1) 是 随机 过 程 ， 由 随机 涨 落 导致 的 布朗 粒子 克服 势 刍 的 
热力 学 行为 ， 往 往 会 出 现 随机 共振 的 现象 。 如 果 用 速率 描述 势 从 的 穿 透 问题 是 可 能 的 ， 
〈 即 与 时 间 标 度 的 势 银 涨 落 相 比较 ， 穿 透 输 运 是 极 少数 事件 ) ， 那 么 涨 落 势 又 的 穿 透 问题 
就 可 以 转换 为 束 轮 模型 中 流 和 扩散 的 确定 问题 。 如 果 y(1) 、f(1) 关于 时 间 是 周期 的 函数 ， 
而 且 周 期 郧 是 相当 的 长 ， 则 可 与 随机 共振 形成 紧密 联系 。 

布朗 粒子 逃逸 涨 落 势 或 谐振 子 势 的 速率 随 着 热 噪声 强度 的 减弱 而 按 指数 规律 减 小 。 同 
样 地 ， 速 率 比 4, 作 - 既 可 以 按 指数 规律 减 小 ， 也 可 以 按 指数 规律 增加 。 或 者 说 ， 在 一 定 的 
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时 间 期 间 内 ， 实 际 的 逃逸 输 运 仅仅 发 生 在 一 个 方向 ， 而 随机 过 程 x(+) 则 基本 简化 为 无 偏 
的 泊 松 过 程 。 这 种 无 偏 的 类 型 是 很 清楚 的 弱 噪声 特征 。 随 着 热力 学 噪声 的 增加 ， 随 机 轨道 
x(t) 表现 出 各 向 同性 的 可 观 的 位 移 。 


8.3 ”闪烁 辐 轮 
闪烁 坏 轮 的 随机 动力 学 图 像 可 以 用 过 阻尼 的 朗 之 万 方程 描述 : 
y(t) =— V(x(t), f(t)) + él) (8-117) 
式 中 ,噪声 &(1) 满足 涨 落 耗 散 定 理 ， 而 势 函数 满足 周期 性 条 件 。 更 进一步 地 假设 /(1) 是 
无 偏 的 时 间 周 期 函数 或 者 定 态 的 随机 过 程 。 为 简单 起 见 ， 还 假设 无 外 场 影响 ， 即 F =0。 
8.3.1 闪烁 的 快 、 慢 极限 


考虑 一 个 任意 无 偏 的 随机 过 程 /(1) ,(/(1) 》= 〈/(0) 》 = 0; 假设 其 定 态 的 分 布 为 p(/) ， 

其 方差 恒定 (1?(D) 》= (/*(0))。 于 是 关联 时 间 为 : 
三 woroyd 
人 

24 0》 

表征 了 在 整个 正 实 轴 上 变化 的 衰减 的 关联 画 数 (bs)》= M(t - *)K0) 》, 可 以 证 

明 相关 时 间 "是非 负 的 。 假 设 随机 过 程 /(1) 可 以 写 为 : 

ft) = f(T) (8-119) 
式 中 ，/"(h) 定义 为 关于 时 间 h 的 无 基 纲 的 参考 过 程 。 过 程 /(1) 的 统计 性 质 单独 依赖 于 参 
量 r ， 虽 然 分 布 pLI) 是 独立 于 ?的 。 式 8-77、 式 8-80 所 表示 的 分 叉 噪声 和 昂 斯 坦 一 乌 伦 
贝克 噪声 就 属于 此 类 。 

对 于 很 小 的 特征 时 间 * ， 噪 声 /+) 变化 很 快 ， 其 强度 趋 于 零 。 因 此 ， 对 于 7 一 0 的 快 
闪烁 极限 ， 方 程式 8-117 中 的 噪声 效应 将 不 存在 ， 退 回 到 (%) = 0 的 费 曼 闽 轮 。 类 似 地 ， 
对 于 相关 时 间 + 一 % ， 噪 声 变化 十 分 缓慢 ( 慢 闪烁) ， 噪 声 强度 近似 为 一 常数 /( 绝热 近 
似 ) 。 对 所 有 的 确定 值 关于 分 布 p(/) 平均 后 ， 得 到 (%) = 0 的 结果 ， 依 然 回 到 费 曼 束 轮 。 
对 于 长 或 短 周期 中 渐进 极限 的 周期 函数 /(1) 依然 得 到 相同 的 《2) = 0 的 结论 ， 这 种 情况 
也 可 以 扩展 到 一 般 的 输 运势 束 轮 。 或 者 说 ， 得 出 一 般 性 结论 :对 于 任意 类 型 的 闪烁 或 轮 ， 
在 快 、 慢 闪烁 极限 下 ， 粒 子 流 将 消失 。 

较 小 相关 时 间 + 的 定 态 随机 过 程 /(1) , 将 导致 对 渐进 (+) = 0 的 修正 。 无 关联 的 高 斯 
随机 过 程 /(1) 使 得 随机 过 程 V(x, /(+) ) 在 确定 的 x 点 具有 不 变 的 平均 值 ; 


mo = (Vx, 1D)) = [op Vx, NAf (8-120) 


(8-118) 


和 不 变 的 强度 [C(x,t) dt, 这 里 的 相关 函数 被 定义 为 : 
CC) = 《Ye KO Vz, RO) = [VA) (8-121) 
式 中 ,C(x,1) 的 一 种 可 选择 形式 是 方程 式 8-120 中 的 第 二 个 等 号 ， 可 以 写 为 如 下 形式 : 
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Cs0) = [pis fs OV (x, OV f) (8-122) 
式 中 ,，p(f， 所，!) 是 定 态 过 程 1(+) 的 联合 概率 分 布 ; 也 就 是 : 


pfis fas D = (80(D -f)8(0) -£)) (8-123) 
根据 福 克 一 普 朗 克 方 程 一 章 中 关于 流 的 讨论 ,由 内 烽 势 的 特性 ,可 以 得 到 流 的 一 般 表 达 式 : 
PA A 


= by pg ed 8-124 
2 "7 [eo ols) rg [ -oemardy ( ) 


注意 ， 影 响 势 V(x) 具有 虐 周 期 。 在 7>0 和 式 8-121 以 时 间 按 指数 规律 衰减 的 条 件 


下 , 式 8-124 给 出 了 小 关联 时 间 的 /(t) 对 于 流 〈x) 的 贡献 。 使 用 时 间 无 量 纲 标 度 的 式 
8-119 形 式 ， 可 以 推断 出 : 


拼 C(xt)dr = C(x, h)dh (8-125) 


式 中 ,C(x,h) 的 定义 如 式 8-121 所 示 ,但 式 中 的 f(t) 用 f(h) 代替 ， 因 此 式 8-125 中 右边 
的 积分 与 + 无关 。 或 者 说 渐进 的 流 式 8-124 随 相关 时 间 线 性 增长 。 

对 于 较 大 的 特征 时 间 + ， 类 似 地 得 到 绝热 近似 下 (x*) = 0 的 主要 修正 。 但 是 这 种 修正 
将 导致 取决 于 噪声 结构 细节 的 复杂 的 表示 形式 。 


8. 3. 2 闪烁 琼 轮 的 构造 


8.3.2.1 开关 困 轮 

最 简单 的 闪烁 埋 轮 为 开关 棘 轮 。 对 开关 井 轮 的 研究 起 源 于 20 世纪 80 年 代 末 ， 其 理论 
框架 形成 于 20 世纪 90 年 代 初 。 根 据 开 关 束 轮 的 理论 框架 构建 的 束 轮 模型 所 预测 的 球 轮 效 
应 已 被 实验 所 证 实 。 为 简单 起 见 ， 开 关 束 轮 可 用 过 阻尼 朗 之 万 方程 描述 : 

yx(t) =— V(x(D)) TL +f)] +é(t) (8-126) 
这 里 的 势 V(x) 是 空间 周期 且 反 对 称 的 束 轮 势 。 函 数 /(+) 限制 取 值 为 +1， 则 势 的 作用 因 
子 在 A(t) 的 调制 下 表现 出 了 开 、 关 的 特征 。 

最 简单 的 势 Y(x) 在 一 个 周期 中 具有 一 个 最 小 和 最 大 值 。 在 此 要 求 所 形成 的 势 健 高 度 
远大 于 ks7, 且 周 期 函数 f(t) 处 于 开 状 态 的 时 间 要 长 于 处 于 关 状 态 的 时 间 。 开 关 势 的 这 些 
特征 可 以 全 部 归结 于 图 8-7 的 表示 。 根 据 图 8-7 、 图 8-13 、 图 8-14 可 以 定性 地 分 析 流 的 方 
向 。 如 果 V(x) 中 同一 周期 的 最 小 值 是 处 于 最 大 值 的 左边 ， 则 同一 周期 势 中 向 右 的 粒子 流 
大 于 向 左 的 粒子 流 ， 平 均 来 看 ， 将 形成 正方 向 〈 向 右 ) 的 粒子 流 。 相 应 地 ， 如 果 V(x) 关 
于 原点 对 称 反 演 ， 势 的 极 大 和 极 小 位 置 与 前 面 的 恰好 相反 ， 则 形成 相反 方向 (向 左 、 负 
方向 ) 的 流 。 对 流 的 定量 分 析 ， 得 到 近 解 析 的 误差 函数 ， 不 得 不 采用 数值 解法 求解 。 类 
似 地 ， 可 以 根据 方程 式 8-71 计算 出 影响 扩散 系数 (由 于 摩擦 系数 y 的 存在 ， 在 初始 delt 
函数 分 布 条 件 下 布朗 粒子 在 时 间 后 将 产生 平均 位 移 (*): ; 根据 方程 式 8-73 计算 出 标准 
偏差 V2D.at (在 时 间 足 够 长 时 将 其 分 离 出 来 ) 。 对 于 一 般 形 式 的 势 Y(x) 和 驱动 (1) , 情况 
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将 变 得 十 分 复杂 。 

8.3.2.2 涨 落 势 坏 轮 

涨 落 势 棘 轮 是 闪烁 韩 轮 的 另外 一 种 类 型 。 涨 落 势 棘 轮 的 数学 描述 仍然 和 方程 式 8-126 
形式 相同 ; 本质 的 不 同 之 处 在 于 幅度 修正 因子 f(1) 不 再 局 限于 + 1， 而 是 满足 /(1) e 
[- 1, +1]。 于 是 式 8-126 中 的 闪烁 势 的 幅 值 在 两 个 极 值 之 间 随 机 变化 ， 但 形状 不 变 。 在 
这 里 ， 开 关 琼 轮 仅 仅 是 闪烁 势 取 极 值 的 一 种 特例 。 

对 于 反对 称 的 周期 势 V(x*) ， 在 每 一 个 空间 周期 中 至 少 存在 一 个 极点 *(1), 使 得 
V(x(t)) = 0。 根据 方 程式 8-126 所 描述 的 动力 学 特征 可 知 ， 如 果 没 有 热力 学 噪声 &(1) 的 
存在 ， 布 朗 粒子 将 不 可 能 通过 该 极点 。 或 者 说 ， 在 过 阻尼 的 闪烁 势 琼 轮 中 ， 热 力学 噪声 是 
粒子 流 之 源 。 闪 烁 势 棘 轮 的 另 一 个 必要 条 件 是 空间 周期 势必 须 为 反对 称 势 。 通 常情 况 下 ， 
闪烁 韩 轮 势 的 理论 构造 均 为 反对 称 周期 势 和 对 称 驱 动 的 结合 。 

在 闪烁 势 环 轮 中 ， 高 斯 涨 落 势 (也 就 是 具有 高 斯 噪声 关联 的 昂 斯 坦 - 乌 伦 贝克 过 程式 
8-78、 式 8-80) 占有 极 重要 的 地 位 。 如 果 热 力学 噪声 和 喉 声 驱动 的 势 牟 涨 落 足够 弱 ， 则 相 
邻 势 阱 之 间 的 布朗 粒子 的 输 运 就 趋 于 零 ， 此 时 的 随机 共振 效应 将 有 突出 的 表现 。 

如 果 通 常 的 闪烁 势 V(x, /(1) ) 的 形式 为 (1) 的 线性 函数 ， 得 到 涨 落 势 棘 轮 。 于 是 可 


以 构造 关于 + 一 0 的 标 度 ， 也 就 是 在 T+ 变量 条 件 下 ,保持 噪声 强度 [oo))d 不 变 。 


这 种 在 白 噪声 极限 z 一 0 下 的 所 谓 便 定 强度 标 度 可 以 理解 为 噪声 几 t) 的 近似 的 极限 行为 。 
这 种 白 噪声 极限 依赖 于 噪声 (+) 的 精细 结构 。 考 虑 恒定 强度 (独立 于 +) 的 昂 斯 坦 - 乌 伦 
贝克 噪声 ， 
= 至 (8-127) 
即 要 求 方差 r” 直接 依赖 于 + 。 或 者 说 噪声 /(1) 的 相关 性 式 8-78 可 以 写 为 如 下 形式 ， 
f(s) = 205.( -9) (8-128) 
这 里 的 delt 函数 定义 为 : 


1 -ar 
6:(1) = 27° (8-129) 


体现 了 一 0 的 性 质 。 

虽然 /(1) 的 选择 没有 什么 实际 的 关系 ， 却 使 得 具有 真实 结构 的 很 多 有 趣 的 特征 在 环 
轮 模型 中 产生 。 事 实 上 ， 耦 合 强度 为 "(x(4) ) 的 依赖 于 系统 状态 x(+) 的 乘 性 噪声 f(1) ， 
使 得 噪声 恒定 强度 标 度 的 白 噪声 极限 一 0 难以 捉摸。 主要 的 原因 是 + 一 0 的 极限 并 没有 
联系 到 无 量 纲 质量 极限 m" 一 0 和 At 一 0 极限 ; 这 是 由 于 我 们 首先 考虑 了 极限 驱动 时 间 周 
期 极限 At 一 0 和 无 量 纲 质量 极限 m" 一 0 ， 尔 后 才 涉 及 到 短 特征 时 间 极 限 + 一 0 。 体 现 加 
性 热力 学 噪声 #(+) 的 动力 学 式 8-126 并 不 产生 这 些 困 难 。 因 此 要 设法 将 乘 性 噪声 转换 为 
加 性 噪声 来 讨论 。 为 了 这 个 目的 ， 我 们 把 式 8-68 中 的 8(1) 函数 的 蔡 换 为 式 8-129 中 的 5 
(46) 形式 ， 并 且 延 迟 一 个 极限 时 间 + 一 0 。 于 是 布朗 粒子 的 动力 学 式 8-126 成 为 彼此 独立 
的 、 无 偏 的 两 部 分 之 和 ， 即 85.(+) 关联 的 高 斯 噪声 - V(1)/(1) 和 热力 学 噪声 &(1) 之 和 。 
这 里 的 上 (+) 是 统计 等 价 于 单一 的 无 偏 的 高 斯 乘 性 噪声 &.(1t) 。 将 如 此 代 换 的 朗 之 万 方程 
式 8-126 变形 为 : 
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i) = ED 4 er))E() (8-130) 


-= /7 Voy 
g(x) = [+e( )] (8-131) 
这 里 的 噪声 关联 为 : 
(é:(D)€:(s)) = 28.(1—s) (8-132) 
辅助 变量 的 平均 为 : 
dx 
7(*) = 了 可 (8-133) 
辅助 变量 满足 统计 随机 动力 学 : 
y(t) = 60D))) +€:(t) (8-134) 
上 式 中 x(y) 为 式 8-133 y(*) 的 反 函 数 ， 显 然 应 该 存在 ; $(x(y(1) ) ) 定义 为 ; 
SE 
ot re (8-135) 
对 式 8-134 应 用 白 噪声 极限 ， 得 到 对 应 的 福 克 一 普 朗 克 方程: 
Br) = B{ [E00]. 六 P00 (8-136) 
概率 密度 函数 P(y,t) 和 P(x,t) 之 间 有 下 述 关系 : 
= ax- = P(x),t 9 
P(e) = {als -#9) Py = DD (8-137) 


将 上 式 8-137 代入 式 8-136， 得 到 关于 P(x,t) 的 福 克 一 普 朗 克 方 程 。 根 据 福 克 一 普 朗 
克 方 程 关 于 流 的 讨论 ， 得 到 白 噪声 近似 下 的 流 的 表达 式 : 


jz,D =- {2 + el) Be(#) pl,) (8-138) 
类 似 于 式 8-35 的 计算 ， 得 到 稳定 态 的 简 并 概率 密度 分 布 : 
ee + Cs 
gx) al) 
上 式 中 的 归 一 化 常数 N 由 简 并 概率 密度 的 归 一 化 条 件 式 8-23 所 确定 ， 并 由 式 8-26 得 
到 粒子 流 的 形式 : 


P(x) = N (8-139) 


(x*) = LN [1 - ero-*"] (8-140) 


由 上 式 可 以 看 出 ， 流 的 符号 完全 由 由 (ZL) - 由 (0) = $(L) 的 符号 所 确定 〈 因 为 由 (0) 
= 0 ); 当 且 仅 当 $(L) = 由 (0) = 0 时， 粒子 流 为 零 。 以 上 的 结论 是 在 无 势 涨 落 (或 对 称 


势 ) 条 件 下 得 到 的 。 在 其 他 条 件 下 ， 尽 管 仅 有 白 噪声 作用 ， 将 会 出 现 非 0 流 (x) 天 0。 
通过 观察 动力 学 方程 式 8-134 可 以 得 到 定性 的 结论 : 当 且 仅 当 由 (Z) = 0 时 ， 影 响 势 


式 8-135 $(x(y) ) 关于 y 是 周期 函数 ， 形 成 费 曼 琼 轮 效 应 ， 对 应 (7》= 0; 如 果 中 (L) 关 0， 
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得 到 倾斜 的 费 曼 棘 轮 ， 导 致 了 流 (7》， 其 符号 与 $(Z) 的 符号 相反 。 类 似 于 * 的 系统 平均 
《zx》( 等 价 于 单一 实际 过 程 的 时 间 平 均 ) ， 得 到 辅助 变量 y 所 描述 的 流 的 平均 : 


;= fd i 
or rs (8-141) 
很 显然 , (》) 的 符号 与 (站 的 符号 相同 。 我 们 需要 说 明 ， 式 8-141 所 描述 的 严格 关系 
对 于 任意 的 噪声 (不 一 定 是 高 斯 白 噪声 ) 均 成 立 。 
作为 例子 ， 考 虑 在 一 个 周期 内 有 三 个 连续 行进 的 线性 段 的 分 段 线性 势 ， 该 分 段 线性 势 
的 斜率 特征 为 ; 
V(x) = A (0O<x<1) (8-142) 
V(x)=2-A (1<x<2) 
这 里 的 A e (0,2) 是 可 以 任意 选择 的 参数 。 因 此 ， 势 V(x) 在 x =0 处 具有 最 小 值 ， 最 
大 值 处 于 x* = +2 势 全 高 度 为 2， 在 此 采用 了 无 ; 量 纲 标 度 AV = 2,y = ks = 1。 将 长 度 为 
4 的 分 段 线性 势 实施 数学 延 拓 即 得 到 连续 的 周期 势 。 于 是 ， 由 式 8-135 得 到 标 度 势 : 
__20G -AN2)[OA2 -A) -37] Es 
$0 TTT+ OT OD) T+ OT -A Ca 
对 于 和 = 1, 正 是 前 面 所 预料 到 的 $(L) = 0 导致 流 (7》 = 0。 而 对 于 任意 的 A #0， 
4(L) 在 Q =37/A(A(2 -和 A)*) 处 改变 符号 。 此 处 的 流 (2) 无 论 是 作为 了 的 函数 还 是 作为 0 
的 函数 ， 在 此 将 发 生 逆转 。 需 要 说 明 ， 在 分 又 噪声 作用 下 的 锯齿 束 轮 势 也 会 产生 相似 的 流 
的 逆转 。 
8.3.2.3 滑 移 势 椒 轮 
闪烁 势 辐 轮 式 8-117 的 另 一 个 特殊 形式 是 滑 移 势 棘 轮 。 滑 移 势 坏 轮 的 结构 形式 为 : 
Y(t) =— Vx) -NOD)) + E(t) (8-144) 
在 过 阻尼 极限 下 ,环境 的 热力 学 涨 落 为 无 偏 的 高 斯 白 噪声 ， 其 强度 为 2yka7。 此 外 ， 
V(x) 是 周期 为 上 的 空间 周期 势 ， 但 不 一 定 是 反对 称 的 。 如 此 一 来 ， 式 8-144 中 的 势 的 对 
于 布朗 粒子 的 影响 将 随 /(1) 沿 * 轴 而 发 生 移动 。 这 种 移动 过 程 /(1) 既 可 以 是 确定 性 的 过 
程 ， 也 可 以 是 随机 性 的 过 程 。 
为 了 便于 描述 ， 引 入 辅助 变量 : 


V'(x) =-1 ocx | 


y(t) =x(t) -f(t) (8-145) 
将 其 代入 方程 式 8-144， 得 到 辅助 变量 所 描述 的 滑 移 势 束 轮 的 朗 之 万 方程 : 
WD =- VD)) -w(t) +é() (8-146) 
由 此 ,平均 速度 (*) 的 最 初 问题 演变 为 : 
(2) = (ff) + (7 (8-147) 


作为 滑 移 势 糠 轮 的 最 简单 情形 ,将 (1) 考虑 为 确定 性 的 函数 ， 其 最 基本 的 形式 为 ; 
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ft) = ut (8-148) 
具有 这 种 确定 性 影响 势 的 滑 移 势 坏 轮 ， 称 为 真实 滑 移 势 韩 轮 。 真 实 滑 移 势 的 含义 是 : 
V(x -0) ) 表示 了 势 阱 的 周期 序列 沿 着 * 轴 以 速率 移动。 因此， 动力 学 式 8-144 构造 
了 在 随机 扰动 条 件 下 的 螺旋 泵 装置 或 螺旋 类 型 泵 装置 的 基本 工作 原则 。 我 们 可 以 预测 ， 布 
朗 粒 子 *(t) 将 被 拖 电 在 滑 移 势 阱 的 移动 方向 。 应 该 注意 到 ， 应 用 确定 性 影响 因子 式 8-148 
而 得 到 的 辅助 变量 的 动力 学 式 8-146 ， 措 述 了 在 “倾斜 搓 衣 板 ” 势 中 的 过 阻尼 布朗 粒子 的 
运动 。 比 较 倾斜 费 曼 坦 轮 的 讨论 结果 如 式 8-32 ~ 式 8-35 与 真实 滑 移 势 的 情况 式 8-145 ~ 
式 8-148 ,得 到 稳定 态 的 平均 速率 的 表达 形式 : 

LIke 11 


yf el TooOro-omlardy 


上 式 较为 复杂 ， 但 是 还 是 可 以 看 出 除了 u =0 或 V(x) = 0 外 ， 出 现 了 典型 的 流 (%) 
关 0。 这 里 出 现 了 较为 特别 的 情况 :对 于 有 限 流 的 产生 ， 势 V(x) 的 空间 对 称 性 破 缺 并 非 必 
要 条 件 。 同 时 对 于 有 限 流 的 形成 ， 热 力学 噪声 也 并 非 必要 。 实 际 上 ， 对 于 7 了 一 0, 从 式 8- 
145 ~ 式 8-147 系统 平均 后 直接 得 到 : 


(x) =u- (8-149) 


下 一 1 ,Vxe[0Ll,u+V(x) 天 0 
(x) = [re (8-150) 
u 此 外 

这 样 的 确定 性 渐进 行为 ,也 显示 出 了 有 限 温度 7 条 件 下 的 粒子 流 式 8-149 的 基本 特征 ， 
粒子 流 《*) 总 是 与 滑 移 速率 wu 具有 相同 的 符号 , 流 的 模 不 会 大 于 的 模 。 此 外 滑 移 势 导 致 
的 流 式 8-150 有 两 个 基本 的 运动 模式 。 首 先是 具有 极 大 的 滑 移 速率 u 的 情况 ,此 时 布朗 粒 
子 与 滑 移 势 仅仅 是 松 耦 合 ,等 价 于 自由 布朗 粒子 的 运动 (或 形象 地 称 为 漂浮 于 平静 海平 面 
的 游泳 者 ) 。 其 次 是 滑 移 速率 u 较 小 的 情形 ,这 种 情形 的 布朗 粒子 与 滑 移 势 呈 强 耦合 (此 时 
的 布朗 粒子 的 运动 好 比 大 海中 的 冲浪 运动 员 ) 。 在 这 两 种 运动 模式 中 ， 粒 子 流 《%) 均 趋 于 
零 ， 但 是 在 最 大 的 uw 值 处 ， 出现 了 流 〈*) 的 极 大 值 。 通 过 增加 时 间 : 的 无 偏 的 周期 函数 或 
定 态 的 随机 过 程 来 补充 式 8-148 中 确定 的 滑 移 贡献 ， 可 以 构造 更 一 般 类 型 的 真实 的 滑 移 势 
棘 轮 。 例 如 ， 在 滑 移 势 动力 学 式 8-146 中 增加 恒定 的 外 力 - yu, 导致 了 倾斜 坏 轮 机 制 。 

滑 移 势 棘 轮 动力 学 模型 成 功 地 应 用 于 环形 滑 移 光 钳 中 的 布朗 粒子 (水 中 2km 直 
径 的 聚合 体 球 ) 的 运动 ， 理 论 预 测 和 实验 结果 吻合 良好 。 另 一 个 重要 的 实验 事实 是 
半导体 异 质 结构 中 的 高 频 声 表面 波导 致 的 单 电子 输 运 ;， 当然 这 里 的 变量 范畴 是 电子 
空 穴 对 ， 而 非 简单 的 单一 电子 行为 。 滑 移 束 轮 势 的 模型 也 可 以 应 用 到 量子 势 阱 中 的 
光子 输 运 的 有 关 讨 论 。 

8.3.2.4 变性 的 滑 移 势 

通过 修改 式 8-148 中 的 驱动 函数 (1) 的 形式 ， 得 到 所 谓 的 变性 滑 移 势 棘 轮 : 


7 = -[¥ nL8(t 5) de" (8-151) 
上 式 中 求 和 的 权重 系数 几 既 可 以 是 决定 性 质 的 确定 数 ， 也 可 以 是 随机 子 样 性 质 的 整数 
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( 亦 正 亦 负 ) 。 从 整体 性 质 来 看 ， 绝 大 部 分 时 间 函 数 . 妃 :) 以 恒定 速率 uw 变化 ; 但 是 在 特殊 
的 时 刻 五 , 所 5) 以 空间 周期 的 整数 倍 跳 幅 。 这 种 产生 跳 路 的 时 刻 假设 服从 时 间 序 列 pw 
> 三 ,其 间隔 既 可 以 是 规则 的 也 可 以 是 随机 的 。 如 此 构造 出 来 的 (1) 函数 将 是 无 偏 的 时 间 
的 周期 函数 或 者 是 平均 为 零 的 随机 过 程 。 或 者 说 ， 长 时 间 的 平均 符号 (F》 的 意义 可 以 扩 
展 为 : 
() = lim A =0 (8-152) 
上 式 的 意义 是 : 在 长 时 间 条 件 下 ， 式 8-151 中 的 非 连续 跳跃 平衡 掉 了 连续 的 变化 ut。 
得 到 如 此 结论 的 条 件 是 当 且 仅 当下 列 方程 成 立 : 


Run = 了 (8-153) 

eR 
元 = lim ri (8-154) 
R= lim Rr -5) (8-155) 


在 此 假设 了 式 8-155 的 求 和 式 中 的 随机 子 样 是 独立 同 分 布 的 。 
在 变性 的 滑 移 势 中 ， 一 种 最 简单 的 形式 是 系数 n 选择 恒 为 1， 同时 5 的 序列 变化 为 规 
则 的 间隔 中 。 于 是 得 到 : 


5 = jh + eonst (8-156) 
而 对 于 随机 的 跳跃 时 间 间 隔 5, 最 简单 的 情况 是 满足 泊 松 分 布 : 
P(t) = CN -em (n=0,1,2,.,1> 0) (8-157) 


这 里 周期 员 等 于 5m - 6; 在 (0，#) 时 间 间 隔 内 产生 了 n 次 跳跃。 

由 于 式 8-151 的 驱动 总 是 以 空间 周期 工 的 整数 倍 跳跃 而 且 势 V(x) 具有 空间 周期 L; 因 
此 无 论 动力 学 方程 式 8-144 如 何 ， 式 8-151 中 J(1) 的 跳跃 并 不 产生 任何 效应 。 或 者 说 ， 真 
实 的 滑 移 势 闽 轮 式 8-144 等 价 于 变性 的 滑 移 势 琼 轮 。 因 此 真实 滑 移 势 坏 轮 中 的 关于 流 《%) 
的 结果 ， 在 此 依然 成 立 。 根 据 式 8-147 和 式 8-152， 辅 助 变量 的 流 〈7》) 的 情况 与 (%) 的 相 


同 。 利 用 方程 式 8-151 ， 则 辅助 变量 y 的 动力 学 方程 式 8-146 中 的 (+) 可 以 取 如 下 形式 ， 


f(t) =u- FS nL8(t -5) (8-158) 


je 


动力 学 方程 式 8-146 、 式 8-158 和 式 8-152 可 以 得 到 接近 解析 的 解 。 在 式 8-157 特殊 的 
泊 松 统计 分 布 情形 ， 随 机 过 程式 8-158 被 称 为 泊 松 短 噪声 。 泊 松 短 噪声 的 平均 值 为 零 ， 其 
关联 函数 为 : 


YF) = Bsc) (8-159) 
= 
> ei 
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也 就 是 说 ， 短 噪声 关于 时 间 是 无 关联 的 〈 白 噪声 ) 。 因 此 我 们 得 出 关于 变性 滑 移 势 棘 
轮 的 有 关 结 论 : 表现 出 白 短 噪声 ( 泊 松 短 噪 声 ) 或 无 偏 周 期 驱动 和 模拟 的 高 斯 白 噪声 的 
随机 动力 学 式 8-146 方程 等 价 于 滑 移 势 中 或 倾斜 搓 衣 板 势 中 的 布朗 粒子 的 运动 ， 而 且 具 有 
严格 的 解 。 

8.3.2.5 更 具有 一 般 性 的 复合 坏 轮 势 

通常 情况 下 的 环 轮 结构 均 为 多 种 简单 韩 轮 的 复合 。 首 先 考虑 包含 有 几 个 滑 移 势 的 闪烁 
势 棘 轮 。 多 个 滑 移 势 释 加 后 所 得 的 势 可 以 表示 为 : 


Vx, f(0)) = BD V(x -wt) (8-161) 
V(x+L) = (8-162) 
注意 ， 除 非 所 有 的 势 成 分 中 的 周期 L 是 成 比例 的 ， 否 则 式 8-161 中 的 势 函 数 并 非 空间 


周期 性 的 。 

对 于 复杂 的 复合 势 ， 一 般 方法 是 进行 近似 简化 处 理 : 首先 将 所 有 单一 组 分 势 导 致 的 流 
式 8-149 分 别 关于 V(x)/ks7 展 为 泰勒 级 数 ， 并 取 到 主要 的 一 阶 项 〈 这 样 的 近似 将 构造 出 
相应 Kx)《ks7 的 二 阶 项 ) ; 接着 ,将 这 些 经 过 近似 处 理 的 具有 不 同 周期 /,, 不同 滑 移 速率 
的 势 线性 车 加 。 这 意味 着 二 阶 项 以 后 的 全 加 对 于 滑 移 势 所 体现 出 来 的 振幅 无 贡献 ， 或 者 
说 贡献 可 以 忽略 。 其 最 基本 的 原因 是 失 谐 的 不 同时 间 和 空间 周期 的 搭配 组 合 仅仅 导致 了 振 
功 混 合 项 ， 而 该 项 关于 长 时 的 平均 为 零 。 从 这 一 思考 线索 出 发 ， 可 以 最 终 得 到 净 流 的 表达 
式 : 


W(x) & dx"5 V(X)V(Y) sr- 
-2 “lf CD) re a (TL ‘wy] 
aw = ywb/ (kaT) (8-163) 


在 此 ,假设 方 括号 内 的 两 项 相对 于 最 小 整数 是 小 量 ， 也 即 V(x)/ka7 应 该 是 小 量 ， 而 
% 在 系数 中 也 不 能 太 大 。 对 于 正弦 滑 移 势 的 一 般 形式 : 


Vs f(D)) = Bhsin( F(x -wo + 由 (8-164) 
于 是 得 到 流 的 形式 : 


《2) = 2 了 [+ (2 2 ji (8-165) 


使 用 具有 相反 方向 (符号 相反 )、 不 同 模 的 速率 w ,u,, 而 且 空间 周期 不 同 | | 
| | 的 滑 移 势 ， 可 以 构造 出 具有 两 个 不 同 振幅 4, ,4, 的 形似 式 8-165 的 流 。 很 显然 ， 该 复 
合 势 所 导致 的 流 的 方向 无 论 温 度 7 变化 与 否 ， 均 会 随 摩擦 系数 y 的 变化 而 产生 逆转 。 此 
外 ， 单 一 的 滑 移 势 导致 的 输 运 中 ， 热 力学 涨 落 并 不 是 重要 的 ; 而 在 复合 势 所 导致 的 输 运 
中 ， 热 力学 涨 落 (ks7) 却 是 不 可 缺少 的 。 
考虑 两 个 具有 确定 相反 方向 的 滑 移 势 的 线性 组 合 ， 滑 移 驱 动 形式 为 1(t) = ut, 则 得 到 
由 线性 组 合 而 得 的 滑 移 势 : 
W(x, KiD)) = AV (x +u) + (1 -A)V(x -ut) (8-166) 
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这 里 的 和 是 一 个 控制 参量 ， 分 立 势 V(x) ,由 (xz) 的 空间 周期 可 同 ， 亦 可 不 一 样 。 一 
般 性 地 选择 V(x) ,V(x) , 根据 前 面 的 讨论 可 知 必然 存在 一 个 确定 的 Mo, 使 得 在 参量 A 发 
生变 化 时 ， 在 确定 的 和。 点 发 生 流 的 方向 逆转 。 

复合 滑 移 势 的 另 一 种 特别 的 变形 是 一 个 定 态 的 势 与 单一 的 滑 移 势 的 组 合 : 

V(x, f(t)) = Vo(x) + V(x -wt) (8-167) 

如 果 两 个 势 h(x) ,V(x) 中 至 少 有 一 个 是 反对 称 的 ， 而 且 其 相对 幅度 选择 合适 ， 那 
么 滑 移 势 是 可 以 将 布朗 粒子 拖 奥 到 一 个 方向 。 然 而 ， 如 果 滑 移 势 的 滑 移 方 向 相反 uw 一 -4， 
由 于 反对 称 势 的 原因 ， 布 朗 粒 子 不 能 够 再 被 拖 披 到 同一 个 方向 。 在 小 速率 u 情形 ， 这 种 行 
为 变 得 十 分 显然 。 


8.4 ”倾斜 琼 轮 
考虑 一 维 的 过 阻尼 随机 动力 学 方程 〈 朗 之 万 方程 ) : 
号 (9 =— V(x(0)) +7(t) +é(1) (8-168) 


这 里 V(*) 是 周期 为 工 的 周期 势 。 根 据 涨 落 耗 散 定理 #(+) 是 强度 为 2yks7 的 高 斯 白 品 
声 。 驱 动 y(+) 是 周期 为 中 的 无 偏 的 时 间 周 期 函数 ， 或 者 是 独立 于 &(1)、x(1) 的 无 偏 的 定 
态 随机 过 程 。 

根据 居 里 原理 ， 当 系统 永久 地 保持 远离 平衡 态 和 空间 的 镜像 不 存在 时 ， 噪 声 导致 了 输 
运 。 噪 声 导 致 输 运 的 条 件 在 模型 式 8-168 中 ， 可 以 通过 两 条 基本 途径 来 满足 ; 第 一 种 途径 
是 一 个 反对 称 的 棘 轮 势 V(x*) 结合 扰动 (+) 。 这 时 的 y(+) 是 空间 反 演 对 称 的 。 当 y(t) 是 随 
机 过 程 时 可 归结 于 涨 落 力 棘 轮 ， 如 果 y(+) 是 时 间 的 周期 性 的 ， 则 可 归结 于 摇摆 束 轮 。 第 
二 种 途径 是 空间 对 称 的 势 V(x) 结合 对 称 性 破 缺 的 y(+) , 称 之 为 反对 称 倾斜 环 轮 。 

如 果 扰 动 Y(1) 相对 于 时 间 的 变化 是 极其 缓慢 的 ， 就 形成 了 最 简单 的 绝热 环境 。 对 于 
任意 给 定 的 时 刻 +:， 粒 子 流 的 大 小 不 变 ， 就 像 倾斜 费 曼 丈 轮 在 静态 = y(1) 时 形成 的 稳定 
的 粒子 流 一 样 。 这 种 所 谓 的 绝热 近似 对 应 了 附属 的 稳定 态 描述 ， 因 此 对 于 流 的 变化 ， 在 这 
里 的 时 间 4 仅仅 起 到 参量 的 作用 而 非 变 量 的 性 质 。 

对 于 周期 驱动 y(t + 路) = y(+) , 可 以 导出 在 绝热 近似 下 的 关于 时 间 平 均 的 流 的 形式 ， 


(= voc) = [ve an (8-169) 


LkoT[1 -er] 


V = 
(0) yf eg 


(8-170) 


yh) = y(hR) (8-171) 


关系 式 8-171 暗示 了 在 我 们 假设 避 开 周期 外 自身 的 变化 后 ， 驱 动 y(1) 的 形式 不 会 发 
生变 化 。 也 就 是 说 ?" (+) 是 独立 于 时 间 周 期 中 的 关于 1 的 函数 。 类 似 于 式 8-55 的 关于 周期 
内 平均 的 讨论 ， 可 以 分 析出 式 8-170. 的 右边 与 时 间 周 期 中 无 关 。 在 零 温度 近似 了 一 0 下 ， 
得 到 类 似 于 式 8-150 的 结果 : 
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7 (Vx,y # V(x)) 
V(y,T =0) = Da (8-172) 
0 此 外 
对 于 有 限 的 小 温度 值 ， 关 系 式 8-172 仅 需 作 轻 微 的 修改 。 在 相反 的 情形 ( 非 低 温情 


形 ) ， 存 在 着 依赖 于 y 的 势 函 数 V(x) - xy 的 极 值 点 xs，xeme 这 两 个 极 值 点 分 别 对 应 在 同 
一 个 空间 周期 内 极 大 值 点 和 极 小 值 点 。 类 似 于 式 8-38 ~ 式 8-44 的 讨论 ， 类 比 得 到 : 


V(y) =L[k,—k-] 
= Ge) Va) soomr[l - or] (8.173) 
人 
AV(y) =Y(xe) - V(xwa) ~ (xu — Xun)y (8-174) 


这 些 结论 成 立 的 充分 条 件 是 要 求 环境 有 足够 小 的 温度 : ksT < AV(y) ,AV(y) - yL。 
如 果 y(4) 是 无 偏 的 随机 过 程 ， 该 过 程 具有 很 大 的 关联 时 间 : 


三 GoyG))d 
7 = 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


20700》 人 
基于 时 间 周 期 内 的 平均 的 思想 ， 得 到 绝热 近似 条 件 下 的 流 : 
(= [pv (8-176) 
式 中 , p(y) 是 噪声 的 分 布 : 
p(y) = (8(y -7y(1))) (8-177) 


这 里 的 分 布 p(y) 要 求 关于 关联 时 间 是 稳定 不 变 的 。 
在 具有 小 相关 时 间 的 随机 过 程 y(t) 中 ( 快 涨 落 ) ， 可 以 假设 恒定 方差 缩放 ， 类 似 于 


闪烁 势 束 轮 的 处 理 方式 。 这 种 情形 可 以 用 相同 强度 Jr(CoDy(o)): = 2Ty*(0)) 的 高 斯 白 


噪声 替代 随机 运动 y(1) 的 主要 阶 r。 这 导致 了 两 个 独立 的 高 斯 白 噪 声 混合 为 单一 的 高 斯 白 
噪声 。 因 此 回复 到 斯 莫 洛 克 沃 斯 基 一 费 曼 束 轮 图 像 ， 这 暗示 了 在 主要 阶 + (一 次 项 ) 并 不 
产生 流 。 又 由 于 没有 可 能 将 上 面 的 讨论 扩展 至 高 阶 量 +, 因此 高 阶 的 结果 只 能 由 分 立 的 
7(1) 单独 给 出 。 而 对 于 周期 扰动 y(+) 在 周期 中 主要 阶 对 于 流 没有 贡献 ( 零 流 ) ， 因 此 必 
须 处 理 高 阶 的 贡献 。 

从 绝热 近似 的 讨论 ， 可 以 推论 出 贷 斜 韩 轮 与 闪烁 坏 轮 之 间 主 要 不 同 特征 。 在 绝热 慢 倾 
斜 极限 条 件 下 ， 有 限 流 〈#*》 存 在。 由 于 在 实验 中 形成 绝热 环境 是 十 分 困难 的 ， 因 此 如 此 
的 倾斜 梧 轮 范例 并 没有 优越 的 发 展 特征 。 涨 落 力 和 摇摆 势 中 流 的 方向 由 平坦 势 斜率 的 符号 
所 确定 ; 涨 落 势 束 轮 中 流 的 方向 恰巧 与 闪烁 势 中 的 流 的 方向 相反 。 与 涨 落 势 相 比较 ， 闪 烁 
势 中 的 热力 学 噪声 并 不 独立 于 具有 足够 大 的 倾斜 力 y(1) 的 韩 轮 效应 。 

根据 同样 的 理由 ， 可 以 看 出 在 恒定 强度 缩放 图 像 中 ， 高 斯 噪声 驱动 的 涨 落 势 束 轮 在 白 
噪声 极限 下 的 布朗 粒子 流 仍然 为 零 。 或 者 说 ， 在 驱动 的 快 、 慢 极限 下 ， 闪 烁 势 和 倾斜 势 棘 
轮 的 行为 是 根本 不 同 的 。 
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8.4.1 涨 落 力 束 轮 


涨 落 力 束 轮 中 的 另 一 个 重要 模型 是 涨 落 力 棘 轮 。 涨 落 力 环 轮 的 基本 特征 是 : 棘 轮 中 的 
势 V(x) 是 空间 周期 为 了 的 、 空 间 反对 称 的 空间 周期 函数 ， 而 涨 落 力 y(!) 则 是 关于 时 间 逆 
对 称 y(t) = -y( -4) 的 定 态 随机 过 程 ， 因 此 也 是 无 偏 的 。 从 物理 实际 来 看 ， 这 些 基本 特 
征 给 出 了 在 非 热 力学 热 浴 影响 下 的 简化 系统 模型 的 实例 。 简 单 来 说 ， 这 些 特征 构成 了 所 谓 
的 色 噪 声 问题 ， 目 前 仅仅 在 概念 上 有 所 研究 ， 对 于 实际 系统 的 直接 应 用 受到 很 大 的 限制 。 

如 果 Y(4) 是 高 斯 白 噪声 ， 那 么 所 处 理 的 则 是 索 莫 洛克 沃 斯 基 - 费 曼 贡 轮 。 因 此 ， 要 直 
接 得 到 输 运 ， 既 可 以 使 用 含有 关联 的 高 斯 噪声 〈 非 白 的 ) ， 也 可 以 使 用 非 高 斯 噪声 〈 即 色 
噪声 ， 这 将 构成 所 谓 的 关联 坏 轮 ) ; 或 者 是 白 的 非 高 斯 噪声 。 假 如 所 涉及 的 是 高 斯 色 品 
声 ， 则 其 性 质 由 该 噪声 的 一 阶 矩 (y(t)〉=《y(0)》 和 二 阶 矩 (y(2)y(s)) 《y(t -s)y(0)》 
所 确定 。 关 注 到 无 偏 的 定 态 过 程 ， 则 分 布 由 式 8-80 所 确定 ， 此 时 的 涨 落 关联 (y(1)y(s)》 
的 选取 有 较 大 的 任意 性 。 这 种 情形 的 最 简单 例子 是 具有 指数 衰减 关系 的 昂 斯 坦 - 乌 伦 贝克 
噪声 。 一 种 最 典型 的 简单 的 非 高 斯 色 噪声 是 分 叉 噪声 式 8-77 ~ 式 8-80。 而 稍 复杂 一 点 的 非 
高 斯 色 噪声 则 是 一 般 的 三 态 的 分 叉 噪声 ;也 即 是 分 叉 涨 落 噪声 y(1) 的 可 能 取 值 不 是 两 个 ， 
而 是 三 个 : y(1) es | - B,0,B| 。 涨 落 噪声 从 + B 到 0 变化 时 所 对 应 的 输 运 速率 被 定义 为 
1/T; 而 从 0 到 + B 的 相反 的 输 运 速率 则 定义 为 A/T, 即 : 


Pp 9 (8-178) 

因此 ， 三 态 噪声 由 三 个 参数 B,r,A > 0 所 表征 。 应 该 注意 ， 通 常情 况 下 这 里 的 + 正比 于 式 

8-175 所 定义 的 相关 时 间 而 不 是 与 之 等 同 ; 而 如 此 长 的 比例 因子 的 表达 式 是 可 以 直接 计算 

的 ， 但 并 非 十 分 有 意义 。 在 三 态 嗓 声 的 讨论 中 , r 一 般 被 理解 为 式 8-179 的 表示 而 不 是 式 
8-175 的 表述 。 在 A -am 的 条 件 下 的 三 态 虞 声 表示 了 分 又 噪声 的 特别 情形 。 
以 下 对 对 称 泊 松 短 噪声 作 简要 的 介绍 。 首 先 ， 对 称 泊 松 短 噪 声 定义 为 ; 


Y(t) = Zra0-o (8-179) 
这 里 的 脉冲 时 间 5 是 独立 的 泊 松 随机 子 样 ， 平 均 的 脉动 间隔 为 : 
R= lim TL -5) (8-180) 


在 短 噪声 的 定义 式 中 ， 求 和 号 中 的 脉动 幅度 y, 是 彼此 独立 的 随机 数 ， 而 脉动 时 间 r 
遵从 对 称 的 分 布 P(y,) 。 对 于 对 称 分 布 ， 我 们 考虑 如 下 例子 : 


Ply) = 二 em (8-181) 
其 相关 的 形式 为 : 
《7(Dy(s)》= 2429 "8(t - s) (8-182) 
也 就 是 说 这 种 类 型 的 短 噪声 是 具有 两 种 模型 参数 中、4 的 不 相关 的 白 噪声 。 然 而 ， 类 
似 于 关联 噪声 ， 依 赖 于 足 的 噪声 y(1) 具有 形式 (zx 踢 ) ; 相对 地 定义 不 依赖 中 的 泊 松 短 
白 噪声 为 (1) 。 实际 上 ， 类 似 形式 的 泊 松 短 白 噪声 (除了 反对 称 情形 ) 已 经 在 式 8-157 ~ 
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式 8-159 中 遇 到 ， 而 且 在 反对 称 倾斜 束 轮 势 图 像 中 还 会 得 到 应 用 。 对 称 或 反对 称 的 泊 松 短 
噪声 在 原始 模型 简化 中 是 一 种 抽象 化 的 角色 ; 这 种 角色 应 用 到 了 化 学 反应 和 其 他 输 运 过 程 
的 模型 构造 以 及 电子 器 件 和 固体 物理 中 的 应 用 。 如 果 以 下 的 极限 情形 成 立 : 


rr 一 0，A 一 0，B 一 am 


Rn = 政 ， 4 =TB 固 定 (8-183) 


对 称 的 泊 松 短 噪声 可 以 被 包含 在 三 态 噪声 式 8-178 中 。 

涨 落 力 棘 轮 中 一 个 重要 的 情形 是 快速 涨 落 力 。 快 速 涨 落 力 束 轮 的 第 一 种 情形 是 由 式 
8-175 所 表示 的 小 小 相关 时 间 + 区 域内 的 色 噪声 y(1) 导致 的 关联 环 轮 。 这 一 类 型 噪声 的 典 
型 例子 是 分 又 噪声 和 昂 斯 坦 一 乌 伦 贝克 噪声 ， 也 就 是 式 8-77 ~ 式 8-80 所 描述 的 情形 。 正 如 
前 面 所 述 ， 闪 烁 轮 图 像 中 讨论 的 简单 的 的 主要 阶 ( 低 阶 ) 导致 了 平常 的 结果 (2) = 0; 
也 就 是 说 在 快速 噪声 区 域 的 关联 韩 轮 在 一 定 意义 上 勉强 服从 居 里 原理 。 而 的 高 阶 分 布 需 
要 对 每 一 种 类 型 的 噪声 y(1) 的 离散 扰动 计算 。 

各 种 类 型 噪声 y(1) (诸如 对 称 的 分 丸 噪声 、 三 态 噪声 、 昂 斯 坦 一 乌 伦 贝克 躁 声 等 等 ) 
的 离散 扰动 计算 可 以 表示 为 如 下 的 形式 : 


p20) PFO DIL VO th VV Pe 


(x) = ykoT [ea [ea 
(8-184) 
这 里 了, 是 无 维度 的 、 与 + 无关 的 特殊 噪声 y(1) 的 特征 数 。 例 如 ， 对 于 分 义 噪声 有 ;: 
po Pe (8-185) 
对 于 昂 斯 坦 一 乌 伦 贝克 噪声 ， 可 以 推论 为 以 下 形式 : 
Y™ =0，K” =1 (8-186) 
对 于 三 态 噪声 ， 有 : 
YY = [3 -有 -1 区 =1/9 (8-187) 
这 里 的 平面 性 p 定义 为 : 
p= (7 (0))/(7 (0))? (8-188) 


作为 三 态 噪 声 的 特殊 情形 ， 具 有 结论 ” = 1 + 2/(2A) 。 下 面 的 三 条 假设 对 于 式 8-184 
的 有 效 性 是 至 关 重要 的 :(1) 色 噪 声 y(+) 的 恒定 方差 缩放 ; (2) 有 限 热力 学 噪声 强度 了 
>0; (3) 光滑 势 Y(+) 。 即 使 远离 了 各 种 色 噪 声 y(+) 的 典型 情况 ， 式 8-184 的 一 般 形式 对 
于 小 的 相关 时 间 反对 称 性 保持 有 效 。 这 一 点 虽然 没有 被 严格 的 证 明 ， 但 是 可 以 预计 会 被 
作为 有 根据 的 推测 应 用 。 

对 于 对 称 泊 松 短 白 噪声 情形 式 8-179 、 式 8-182 ， 将 从 式 8-183 的 极限 条 件 下 的 三 态 品 
声 行 为 式 8-184 、 式 8-187 回复 到 式 8-180 中 的 小 特征 时 间 的 渐进 行为 。 特 别 值得 注意 的 
是 ， 如 果 作 如 下 的 自然 移动 变换 : 
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n(y (0))’ — MA (8-189) 


并 且 具 有 : 
Yo =-1, Ye =0 (8-190) 

则 仍然 得 到 具有 公式 8-181 形式 的 相同 结论 。 

在 流 的 一 般 表达 式 8-184 中 ， 首 先 看 到 的 不 仅 是 在 + 的 主要 阶 (*) = 0 ,而 且 在 + 的 
二 阶 水 平 仍然 为 零 。 也 就 是 说 快 涨 落 力 棘 轮 对 于 流 〈*) 的 产生 是 十 分 勉强 的 。 其 次 ， 依 
赖 于 势 V(x) 的 函数 式 8-184 在 了, 一 0 (例如 短 噪 声 ) 时 变 得 等 同 于 涨 落 势 的 渐进 行为 ， 
而 当 Y 一 0 (例如 昂 斯 坦 一 乌 伦 贝克 噪声 ) 时 则 等 同 于 温度 棘 轮 的 渐进 形式 。 

关于 式 8-184 中 的 量 ,对 于 一 般 种 类 的 色 噪 声 y(+) 而 言 ， 它 由 简单 的 平面 函数 式 8- 
188 所 给 出 ; 例如 分 丸和 昂 斯 坦 一 乌 伦 贝克 噪声 对 应 给 出 了 Y，= 2 - gp, 而 三 态 噪声 式 8- 
178 则 对 应 给 出 了 式 8-187。 迄 今 为 止 ， 这 些 情 形 既 没有 验证 ， 也 没有 反 证 见 诸 报道 。 而 
系数 则 依赖 于 噪声 (+) 的 细节 。 例 如 高 斯 噪声 仅仅 具有 无 纯粹 指数 减 的 相关 式 8-78， 
而 平面 式 8-188 明显 与 此 相同 。 虽 然 7 的 表示 一 般 是 不 同 于 式 8-186， 但 可 以 计算 出 来 。 
实际 上 ， 对 于 无 偏 、 定 态 的 高 斯 过 程 ， 其 统计 性 质 完 全 由 其 相关 式 (y(t)y(s)》= (y(t - 
5)y(0)》 所 确定 。 此 时 的 六 总 是 为 0, 7, 的 符号 随 关联 的 修正 而 改变 ， 即 咏 的 符号 被 


jy(Oy(0) )ed 所 确定 。 


式 8-184 所 表述 的 流 的 方向 由 噪声 y(1) 的 特征 数 %。 和 通过 关于 [V(x)]? 和 
V(x)[V"(x)]? 的 积分 所 确定 。 因 此 离开 了 最 基本 的 势 的 形状 ， 就 不 存在 任何 简单 的 原则 


和 自然 的 方向 , 流 (*) 的 方向 完全 取决 于 势 V(x) 的 细节 。 更 令 人 惊奇 的 是 ,噪声 y(1) 的 


统计 性 质 的 改变 完全 可 以 导致 流 〈*) 的 逆转 。 最 简单 的 例子 是 在 短 噪声 极限 式 8-183 下 服 
从 式 8-190 的 三 态 噪声 式 8-178 确定 了 式 8-184 的 流 的 方向 ; 而 相反 的 情形 则 是 式 8-185 下 
的 分 又 噪声 在 极限 A 一 % 、《y*(0)) > ks7 条 件 下 导致 了 与 之 相反 方向 的 流 。 事 实 上 ， 当 
噪声 幅度 足够 大 时 〈 交 (0) 》>> ks7, 由 于 式 8-184 分 子 中 势 和 噪声 的 因素 ， 依 赖 于 噪声 统 
计 性 质 的 流 的 逆转 将 会 发 生 。 

依赖 于 关联 时 间 r 的 变化 的 流 的 逆转 被 理论 所 预言 而 且 被 精确 的 数值 模拟 所 证 实 。 分 
叉 噪声 y(1) 有 类 似 的 理论 预测 和 数值 模拟 结果 。 考 虑 简单 的 光滑 的 锯齿 势 Y(z) ， 自 然 流 
的 方向 一 定 被 包含 在 绝热 极限 + 一 % 情形 ， 作 为 关联 时 间 的 函数 的 流 逆转 ， 也 与 适当 选 
取 参 数 的 三 态 噪声 而 导致 的 流 逆转 相 类 似 。 我 们 应 该 指出 ， 这 里 所 讨论 的 流 的 逆转 ， 仅 仅 
是 我 们 在 前 面 章节 所 讨论 的 流 的 逆转 组 合 的 特殊 情况 。 而 对 于 来 轮 效 应 更 细微 的 定量 控制 
和 解析 近似 则 有 不 可 估量 的 价值 。 

“光电 效应 ”可 以 看 作为 量子 布朗 运动 的 典型 倾斜 势 闲 轮 系统 。 该 现象 是 在 无 任何 外 
部 作用 场 的 非 中 心 对 称 的 媒介 中 ， 使 用 短波 的 光学 或 X 射线 照射 时 将 导致 光子 流 。 早 在 
20 世纪 60 年 代 中 叶 ， 人 们 通过 实验 就 已 经 在 铁 电 、 压 电 以 及 像 BaTi0, 或 LiNbO, 一 类 的 
热电 材料 中 观察 到 了 所 谓 的 “光电 效应 "。 对 这 一 现象 的 基本 的 正确 解释 源 于 Glass 在 
1974 年 提出 的 理论 。 该 理论 认识 到 了 与 p-n 结 上 的 光电 子 流 不 同 ， 这 种 “光电 效应 ” 既 
不 是 表面 上 的 也 不 是 接触 面 上 过 程 ， 而 是 品格 的 反对 称 性 结构 在 该 现象 中 扮演 了 中 心 的 角 
色 。 这 里 实际 上 已 经 涉及 到 了 失去 热平衡 是 另 一 个 主要 的 前 提 条 件 ; 这 种 效应 是 许多 物质 
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的 一 般 特 性 。 这 里 的 光电 效应 揭示 了 新 的 能 量 转换 方法 (在 许多 的 热电 聚合 体 和 热电 陶 
次 中 的 光电 能 转换 ) ， 这 意味 着 新 类 型 的 太阳 能 电池 的 出 现 。 


8.4.2 扬 摆 棘 轮 


从 式 8-184 可 以 得 出 第 一 个 结论 : 快速 的 摇摆 或 轮 极 难产 生 流 , 中 的 三 阶 以 下 项 对 流 
的 贡献 均 为 零 ， 直 到 中 的 四 阶 项 对 流 才 有 贡献 ， 这 个 结论 支持 了 流 的 方向 难以 被 描述 的 
直觉 的 简单 解释 。 第 二 个 结论 是 : 对 于 足够 简单 的 势 V(x) (例如 光滑 的 锯齿 势 )， 式 
8-184 中 流 的 符号 被 势 Y(z) 的 倾斜 的 陡峭 程度 所 确定 ， 并 且 与 驱动 (1) 的 任何 细节 没有 
关系 。 由 流 的 表达 式 8-184， 通 过 数值 模拟 而 得 到 快 、 慢 播 摆 床 轮 自然 的 流 的 方向 相反 的 
结论 。 换 句 话说 ， 在 有 限 温度 7> 0 的 条 件 下 ， 随 着 播 摆 周 期 中 的 变化 而 导致 了 流 的 方向 
的 逆转 。 我 们 最 后 要 说 明 ( 正 像 温度 癌 轮 的 近似 一 样 ) ， 快 速 极限 中 一 0 和 高 温 极 限 
7 一 % 是 不 等 价 的 。 也 就 是 说 ， 对 于 固定 的 周 
期 路 (即使 十 分 小 ) ， 如 果 使 了 一 m ， 式 8-191 
是 无 效 的 。 在 反对 称 、 小 振幅 的 快速 正弦 驱动 “| 
y(t) 下 ， 式 8-184 仍然 是 成 立 的 。 值 得 注意 的 10 
是 ， 流 式 8-184 关于 驱动 振幅 呈现 严格 的 二 次 8 
函数 关系 。 6 

通过 动力 学 方程 式 8-168 的 定性 讨论 , 可 ， 
以 得 到 摇摆 就 轮 的 一 些 定性 特征 。 周 期 性 揪 押 ,| 
束 轮 动力 学 的 第 一 个 显著 特征 是 : 在 极限 
7 一 % 条 件 下 ， 作为 摇摆 振幅 y(:) 和 其 他 参数 0 dE 16 12 14 16 18 20 22 2.4 
的 函数 的 流 ， 表 现 出 了 被 不 连续 跳跃 所 分 离 的 
稳定 的 平坦 结构 如 图 8-19 所 示 ， 在 正弦 涨幅 落 
力作 用 下 ， 不 同 热 浴 温 度 下 的 流 与 涨 落 力 之 间 的 关系 。 在 图 中 显然 表现 出 流 的 连续 平台 之 
间 的 非 连续 变化 。 作 为 定性 的 解释 ， 我 们 首先 注意 到 被 理解 为 长 时 间 平 均 的 流 独立 于 初始 
条 件 xo(0) ; 所 体现 出 来 的 流 的 平台 可 以 分 析 性 地 理解 为 锯齿 势 和 具有 离散 跳跃 值 的 周期 
驱动 的 细节 。 


8.4.3 惯性 的 影响 


图 8-19 


如 果 在 方程 式 8-184 的 右边 补充 上 有 限 的 惯性 项 mx, 不 仅 是 具体 实验 的 要 求 ， 而 且 在 
理论 研究 上 也 有 很 重要 的 意义 。 在 惯性 项 存在 的 时 候 ， 离 开 了 噪声 #(t) ， 周 期 驱动 的 确 
定性 动力 学 等 价 于 三 维 的 自 洽 动力 学 ， 因 此 在 一 般 的 概念 下 允许 有 混沌 吸引 子 。 与 过 阻尼 
相 比较 ， 惯 性 项 的 动力 学 具有 另 一 个 极为 重要 的 不 同 点 ， 那 就 是 流 的 长 时 平均 式 8-115 通 
常 依赖 于 初始 条 件 。 

作为 各 种 模型 参数 的 函数 的 流 表现 出 了 比 过 阻尼 情形 更 为 复杂 的 行为 。 对 于 弱 阻 尼 ， 
流 的 符号 实际 上 与 过 阻尼 极限 情形 相反 。 

一 个 极为 重要 的 概念 是 零 耗 散 极限 下 的 噪声 情形 〈 非 耗 散 系统 ) ， 也 就 是 守恒 (哈密 

” 顿 ) 确定 性 摇摆 棘 轮 动力 学 : 
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mx(t) =— V(x(t)) +y(t) (8-191) 
与 耗 散 系统 相 比较 ， 显 著 的 不 同 点 是 时 间 周期 驱动 y(t) = y(t + 路 ) 所 提供 的 时 间 反 
演 不 变 满足 对 称 性 条 件 : 
7(D =y(-2) (8-192) 
另 一 个 基本 特征 是 广义 的 混沌 ， 具 有 复杂 分 层 的 精细 结构 的 分 离 的 随机 层 、 孤 立 区 域 
等 等 。 这 些 行为 差异 通常 依赖 于 初始 条 件 ， 除 了 很 强 的 〈 双 曲 型 ) 极限 型 哈密 顿 混沌 以 
外 。 虽 然 具 有 反常 扩散 特征 的 输 运 被 一 些 文章 分 析 过 (lavy 飞行 过 程 ) ， 但 是 在 对 称 性 破 
缺 情形 的 定向 输 运 并 没有 得 到 充分 的 研究 。 
在 对 称 性 式 8-192 假设 下 ， 倘 若 初始 条 件 x(0) ,x(0) 是 满足 初始 条 件 *(0) = 0 的 随 
机 层 的 一 部 分 ， 则 数值 模拟 可 以 预言 流 (*》= 0。 特别 地 ， 这 个 预言 与 势 Y(x) 的 反对 称 与 
否 无 关 ; 其 基本 原因 是 由 于 各 态 历经 性 ， 轨 道 *(+) 一 方面 导致 了 相同 的 平均 流 式 8-70 的 
时 间 反 转 的 相对 应 量 z(t) = x( - 1) 。 也 就 是 说 (x) = 《2)。 另 一 方面 ， 也 可 以 计算 出 2(1) 
= 一 %( 一 4)，, 因此 而 导出 (*) = - 《2), 最 后 得 到 结论 (%) = 0。 
8.4.4 ”二 维系 统 与 商 环 轮 


直接 地 保持 动力 学 的 驱动 控制 y(1) , /(1) 为 基本 的 球 轮 模型 动力 学 式 8-67， 无 论 背 
景 耦 合 存在 与 否 ， 将 结束 二 维 的 动力 学 系统 。 在 此 ， 将 考虑 二 维 的 埋 轮 势 。 最 简单 的 二 维 
井 轮 系统 可 以 由 完全 彼此 独立 的 两 个 如 式 8-168 的 方程 组 成 ， 这 两 个 方程 所 对 应 的 空间 维 
度 分 别 为 x, 、x,。 形 式 上 ， 可 以 定义 一 般 的 总 势 V(x, ,x,) 为 两 个 分 离 势 之 和 。 这 样 的 系 
统 提供 了 这 样 的 可 能 性 ， 那 就 是 在 输 运 平面 上 在 不 同方 向 上 运动 的 离散 的 粒子 的 流 的 比例 


(5 )A( 和 ;) 不 同 。 如 果 动 力学 系统 包含 的 势 V(x ,x,) 中 的 两 个 独立 势 中 的 两 个 或 一 个 是 
反对 称 和 (或) 周期 性 的 ， 则 将 产生 更 为 复杂 的 环境 。 实 际 上 ， 放 弃 了 系统 沿 着 垂直 方 
向 的 简单 周期 性 的 要 求 ， 原 则 上 将 可 能 导致 粒子 在 恰当 的 二 维系 统 中 沿 着 预先 设计 的 任意 
路 径 形成 粒子 流 ， 甚 至 对 于 相同 种 子 下 的 粒子 的 不 同 阶段 可 能 形成 不 同 的 根 。 

考虑 二 维 势 V(x, ,x,) ， 其 形状 是 沿 着 x, 轴 的 垂直 的 “ 谷 "， 而 且 是 周期 性 重复 的 有 
限 长 度 的 边界 谷 〈 二 维 的 波浪 形状 势 ) 。 如 果 那 些 谷 的 边界 与 xi 的 夹 角 不 等 于 m/2， 那 么 
沿 着 % 方 向 的 空间 的 对 称 性 被 破坏 ; 时 间 周 期 的 摇摆 力 通常 导致 了 有 限 的 流 (六 》。 即 使 
沿 着 x 方 向 没有 势 垒 也 就 是 说 V(x ,xz。 = 0) = const ) 束 轮 效应 也 会 发 生 ， 因 此 称 为 
“ 商 辐 轮 ”的 结构 在 此 系统 中 被 制造 出 来 。 然而， 如果 沿 着 x 方向 施加 偏向 力 ， 那么 作 
为 下 的 函数 的 流 《2 ) 的 无 矩 行为 将 会 形成 。 在 DNA 分 子 的 分 离 、 离 子 泵 等 模型 中 ， 就 提 
出 了 类 似 的 二 维 的 商 棘 轮 模型 。 

使 用 二 维 的 离散 的 周期 障碍 物 阵列 效应 的 势 Y(x, ,x,) , 可 以 得 到 二 维 摇摆 势 的 另 一 种 
图 像 。 空 间 的 对 称 性 被 障碍 物 的 形状 所 破坏 ， 最 简单 的 形状 即 是 三 角形 障碍 物 。 在 此 最 简 
单 的 形式 中 ， 如 此 的 设置 可 以 看 做 是 左右 对 称 性 破 缺 的 Galton 边界 类 型 的 结构 。 这 种 基 
本 的 思想 已 经 被 推广 到 非 中 心 对 称 介质 中 的 光电 效应 之 中 。 在 宏观 的 DNA 分 子 的 分 离 中 ， 
二 维 离散 的 障碍 物 结构 模型 已 经 在 定量 分 析 中 得 到 使 用 。 
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8.4.5 超 扩散 


在 此 ， 注 重 阻尼 的 一 维 倾斜 棘 轮 图 像 式 8-168 中 扩散 系数 的 影响 而 不 是 粒子 流 的 因 
素 。 与 平均 粒子 流 《*) 的 研究 相 比较 ， 关 于 周期 驱动 系统 中 的 扩散 输 运 的 研究 还 是 很 少 
的 。 通 常 扩散 系数 影响 的 测定 在 技术 上 对 条 件 的 要 求 是 十 分 苛刻 的 ， 例 如 ， 粒 子 分 离 的 目 
的 与 基于 定向 输 运 的 图 像 是 有 所 不 同 的 。 

考虑 最 简单 的 具有 周期 工 的 势 全 高 度 为 V。 对 称 锯齿 势 ; 同时 考虑 具有 三 个 状态 (y。， 
0, - 和 o) 的 时 间 周 期 的 驱动 力 y(1) 。 驱 动力 和 周期 势 的 图 像 如 图 8-20 所 示 ，a 图 为 势 垒 高 
度 为 mm ， 周 期 为 了 的 锯齿 周期 势 。 图 为 时 间 周期 的 、 分 段 恒定 的 、 具 有 模型 参数 yo, ， 
4 的 驱动 力 y(+) ; 这 里 的 y 是 倾斜 高 度 ，* 是 倾斜 时 间 ，t 是 等 待 周期 。 在 5 图 中 , 具有 
恒定 倾斜 7(t) = + yo 的 长 度 为 上 时 间 段 被 长 度 为 4 的 时 间 段 所 分 割 ， 而 且 在 x。 内 的 倾斜 
为 零 。 在 此 ， 更 进一步 地 限制 噪声 为 弱 噪 声 ， 即 ks7 < VY。。 


yD 
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图 8-20 


假设 Y > 2W 亿 , 同时 假设 在 :=0 时 刻 的 粒子 的 分 布 为 势能 谷 点 的 尖锐 峰 (delt 函数 
6(x,t = 0) )。 只 要 上 < 4, 则 有 y(t) = yo, 在 确定 性 力 的 作用 下 粒子 的 分 布 峰 向 右 移动 ， 
而 且 由 于 弱 噪 声 的 原因 ， 分 布 峰 将 缓慢 变 宽 。 在 y(t) = y。 的 持续 作用 下 ， 确 定 的 穿越 4 
时 刻 分 布 峰 穿 过 势能 V(x) 的 第 n 个 极 大 值 点 ， 对 应 的 位 置 为 x = (n -1/2)L。 如 果 驱 动 的 
作用 时 间 4 恰好 与 4, 相 匹配 ， 那 么 原来 的 分 布 峰 将 被 劈 裂 为 两 个 相同 的 部 分 ， 与 此 同时 
Y(t) =0 所 对 应 的 等 待 时 间 4 如果 足够 长 ， 那 么 所 臂 裂 的 两 部 分 将 被 限制 在 相应 的 最 邻近 
的 势能 V(x) 的 谷 点 * = (n -1)/L,x = nL。 在 驱动 力 y(1) 的 半 个 周期 := 4,+1。 后 ， 所 辟 
裂 的 两 部 分 将 形成 两 个 极 尖锐 的 峰 。 类 似 地 ， 在 一 个 完整 的 周期 员 = 2(1, + 已) 后 ， 将 会 
形成 三 个 窗 峰 ， 分 别 位 于 x* = ( -上 , 0, Z) , 对 应 的 权重 分 别 为 (1M4，1/2，1/4) 。 容 易 得 


到 方差 (x(t)》- 《x(t))”= 忆 /2 的 结果 。 用 同样 的 方法 可 以 得 到 个 周期 后 的 方差 和 为 
nL/2 ， 导 出 了 扩散 系数 影响 的 表达 式 为 : 
Du = L/(8R) (8-193) 


在 倾斜 时 间 4 与 穿越 时 间 不 相 匹 配 时 ， 经 过 驱动 的 半 个 周期 后 初始 的 峰 将 被 辟 弄 为 两 
个 等 权重 的 峰 。 如 果 倾 斜 时 间 4, 与 任意 的 穿越 时 间 4 的 差异 足够 大 ， 而 且 热 力学 涨 落 足 够 
弱 ， 则 所 劈 裂 的 两 个 峰 的 权重 将 被 忽略 。 经 过 一 个 完整 周期 后 ， 几 乎 所 有 的 粒子 又 回 到 初 
始 的 位 置 *=0 处 。 此 时 的 影响 扩散 系数 Der 因此 而 变 得 很 小 ， 甚 至 小 于 自由 的 热力 学 扩 
散 时 的 扩散 系数 。 
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作为 倾斜 时 间 # 的 函数 ， 影 响 扩散 系数 Du 
的 一 个 典型 特例 被 描述 为 图 8-21 的 情形 ,无量 1 
纲 影响 扩散 系数 与 标 度 时 间 ; = 4 多/y 忆 在 动 10 
力学 式 8-168 的 对 应 关系 。 这 里 Dr 的 多 峰 结构 久 
不 仅 是 依赖 于 倾斜 时 间 1, 的 变化 ， 而 且 即 使 在 “ 
4 恒定 时 ， 摩 擦 系数 y 的 变化 也 可 以 导致 多 峰 


结构 。 摩 擦 系数 的 变化 对 应 了 在 相同 的 摇摆 周 RE 
期 势 条 件 下 布朗 粒子 的 不 同类 型 的 运动 环境 。 
8.4.6 ” 受 分 又 噪声 调制 的 温度 束 轮 图 821 


在 本 章 第 一 节 较 为 详细 地 讨论 了 具有 周期 
性 温度 变化 的 温度 棘 轮 。 在 此 主要 讨论 由 分 叉 噪声 控制 的 随时 间 改 变 的 修正 的 温度 束 轮 。 
所 谓 的 混合 噪声 #(t) 导致 了 微小 的 韩 轮 模型 。 这 样 的 噪声 可 以 被 理解 为 稳定 、 无 偏 的 白 
噪声 ， 其 具有 关联 : 

(é€(1)€(5)) = 2nksT(1 + 0°)8(t —s) (8-194) 

然而 这 种 噪声 是 非 热力 学 噪声 〈 例 如 非 高 斯 分 布 的 ) ， 因 此 所 表现 出 来 的 棘 轮 效应 一 
般 与 热力 学 第 二 定律 并 不 抵触 。 

通常 在 分 叉 噪声 调制 下 的 温度 变化 7(1) 既 可 以 是 周期 也 可 以 是 随机 的 ， 而 且 在 所 有 
的 时 间 均 满足 7(1) > 0。 引 入 辅助 时 间 : 


f(t) = [ a (8-195) 
7 


了 = lm [T()d (8-196) 
根据 变换 y(*) = x(1(*) ) , 温度 束 轮 动力 学 式 8-26 可 以 用 辅助 时 间 变 量 改写 为 ; 


WP) = VY TL +AE)] + (8) (8-197) 
AP) = 二 -1 (8-198) 


式 中 ， 函 数 :( 忆 ) 是 辅助 函数 式 8-195 的 逆 函 数 (这 样 的 逆 显 然 是 存在 的 ) ， 而 噪声 上 (ta) 
则 为 高 斯 白 噪声 ， 相 应 的 关联 函数 为 : 
(E(2) Es)) = 2nmks75( -20) (8-199) 
此 外 ,f() 是 统计 独立 的 。 直 接应 用 式 8-195 、 式 8-196 可 以 更 进一步 地 看 出 /(*) 是 
无 偏 的 。 
在 一 般 情 况 下 ， 如 果 温 度 7(:) 是 随机 过 程 ， 那 么 x(f) 和 y(**) 的 性 质 之 间 的 关系 并 
不 直接 ; 因此 对 于 每 一 种 不 同 的 真实 的 温度 函数 T(t) , 所 对 应 的 变换 关系 式 8-195 亦 不 
同 。 然而， 对 于 定 态 流 ， 根 据 自 平 均 性 质 式 8-70 并 结合 变换 关系 式 8-195， 可 以 推断 出 如 
下 关系 : 
* 226: 


(7) = (x) (8-200) 

如 果 温度 T(+) 是 时 间 的 周期 函数 ， 可 以 立即 得 到 相同 的 结论 。 或 者 说 ， 从 式 8-197 、 

式 8-200 和 式 8-126 可 以 总 结 出 如 下 结论 : 就 粒子 流 而 言 ， 温 度 束 轮 式 8-6、 式 8-45 严格 
等 价 于 涨 落 势 棘 轮 式 8-126， 这 与 温度 7(+) 是 周期 性 还 是 涨 落 过 程 的 选择 无 关 。 在 另 一 方 
面 ， 涨 落 势 棘 轮 可 以 被 映射 到 温度 环 轮 ， 同 时 规定 了 对 于 所 有 时 间 + 均 满足 几 t) > -1。 特 
别 地 ， 快 速 随机 势 涨 落下 的 渐进 行为 式 8-125 覆盖 了 温度 棘 轮 。 温 度 棘 轮 与 涨 落 势 棘 轮 等 
价 所 隐 含 的 基本 的 物理 图 像 是 : 在 一 定 的 环境 下 ， 可 以 用 势 的 调制 来 模仿 温度 的 调制 ， 因 
为 温度 与 势 的 比值 在 输 运 现象 中 起 到 了 支配 性 的 作用 。 需 要 重申 ， 避 开 次 要 的 因素 ， 确 定 


粒子 流 (x*) = 0 的 系统 条 件 主要 是 其 对 称 和 超 对 称 性 质 。 
8.4.7 漂移 棘 轮 


这 里 所 讨论 的 漂移 束 轮 图 像 与 摇摆 束 轮 相似 ,但 是 与 源 于 式 8-168 的 原始 倾斜 坏 轮 有 
本 质 的 不 同 。 构 成 漂移 环 轮 的 基本 系统 大 量 相同 的 孔 所 刺 穿 的 硅 唱 片 ， 这 些 孔 具 有 坟 轮 形 
状 ， 即 是 沿 着 孔 的 轴 向 ， 孔 的 直径 呈 周 期 性 和 反对 称 性 的 空间 变化 ， 如 图 8-22a 所 示 。 
8-224 为 具有 漂移 棘 轮 功能 的 硅 晶片 的 扫描 电镜 下 的 图 片 ， 图 片 来 自 Physics Reports 361 
(2002)170。 左 图 为 硅 晶 片 中 “ 孔 ” 的 沿 轴 向 的 横 截面 ， 沿 着 孔 的 轴 向 ， 和 孔 的 直径 呈 周 期 
的 反对 称 变化 。 3 
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图 8-22 


使 硅 晶片 的 孔 中 充满 液体 〈 例 如 水 ) ， 则 和 孔 中 的 液体 将 被 无 偏 地 、 周 期 性 地 沿 孔 前 后 
地 滚动 。 也 就 是 说 ， 沿 孔 的 液体 流动 平均 为 零 ， 即 无 净 液 体 流 形成 。 让 微观 的 粒子 悬浮 于 
液体 中 ， 这 些 悬 浮 颗 粒 相对 于 其 自身 尺度 而 言 可 以 看 作 是 离散 的 。 这 种 悬浮 颗粒 于 是 变 成 
了 布朗 粒子 。 

为 了 理论 描述 的 简单 ， 对 漂移 坏 轮 系统 做 以 下 简化 。 首 先 ， 考 虑 硅 晶片 上 的 单一 的 
孔 ， 和 孔 的 长 度 有 限 ; 其 次 ,悬浮 粒子 是 球形 的 ; 第 三 ， 悬 浮 的 粒子 密度 足够 小 ， 以 至 于 悬 
浮 粒 子 间 的 相互 影响 可 以 被 忽略 ; 同时 粒子 与 孔 壁 的 相互 作用 由 和 孔 壁 的 全 反射 边界 条 件 所 
代替 。 第 四 ， 对 于 实际 实验 的 典型 参数 ， 布 朗 粒 子 的 引力 因素 以 及 惯性 因素 而 导致 的 浮力 
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的 影响 足够 的 小 而 被 忽略 ; 也 就 是 说 黏 滞 的 液体 是 极度 的 过 阻尼 系统 。 如 果 已 知 液体 的 三 


维 的 与 时 间 关联 的 速度 场 »(x,:) , 则 粒子 x(1) 由 确定 性 动力 学 方程 z(t) =v (z(0) ,t) 所 
确定 。 这 里 的 v(x,t) 严格 来 说 并 不 是 液体 单独 的 速度 场 ; 而 是 具有 有 限 半 径 ， 但 是 又 足 
够 小 ， 且 中 心 位 置 为 x(+) 的 被 液体 所 包围 的 球形 粒子 的 速度 。 这 里 的 粒子 流 的 动力 学 实 
质 上 是 完全 由 热 浴 的 随机 热力 学 涨 落 #(:) 所 致 ， 当 这 种 涨 落体 现 为 高 斯 白 噪声 时 ， 由 过 
阻尼 的 朗 之 万 方程 可 以 建立 起 单一 孔道 中 布朗 粒子 轨道 x(+) 的 动力 学 方程 : 


x(1) = v(x(t) ,1) +é(t) (8-201) 
白 噪声 矢量 专 (1) 的 分 量 专 (2) ,i = 1,2,3, 是 无 偏 的 高 斯 过 程 ， 具 有 关联 形式 : 
《所 (6 有 (5) 》= st -ss) (8-202) 


摩擦 系数 可 以 用 斯 托 克 斯 公式 6mRy 近似 描述 ， 这 里 的 R 是 布朗 粒子 的 半径 , y 是 
液体 的 黏 滞 系 数 。 

从 外 观 来 看 ， 空 中 的 周期 性 的 液体 系 一 一 漂移 琼 轮 图 像 可 以 肯定 地 简化 为 播 摆 棘 轮 。 
这 种 液体 泵 也 保持 了 基于 所 谓 的 斯 托 克 斯 滑 移 势 棘 轮 的 流体 动力 学 环 轮 机 制 。 当 然 相 比较 
消 移 势 棘 轮 和 摇摆 棘 轮 而 言 ， 这 里 的 动力 学 束 轮 式 8-202 并 没有 包含 棘 轮 势 ， 单 孔道 中 随 
一 一 一 一 一 一 一 ”机 动力 学 式 8-202 在 常温 下 的 数值 模拟 结果 。 
纵 轴 表 示 流 +), 模 轴 表示 粒子 半径 。 这 里 的 
水 采用 了 黏 滞 系数 ; 液体 泵 采用 了 正弦 泵 ， 和 泵 
的 振幅 4 =2L, 了 上 是 环 轮 的 空间 周期 ， 大约 为 
6hm。 由 图 可 以 看 出 ， 不 同 频率 的 泵 ， 产 生 的 


ei \ / 粒子 流 的 幅度 不 同 ， 而 且 随 粒子 半径 变化 时 ， 
12 \ / --- 40Hz Va=1.0 出 现 了 流 的 逆转 。 过 小 的 布朗 粒子 和 过 大 的 布 
ci ee 朗 粒 子 的 流 均 为 零 。 此 外 ， 单 一 孔道 中 的 仍然 


是 复杂 的 三 维 问题 ， 并 不 能 用 直接 的 方法 简化 

为 一 维 的 模型 效应 。 图 8-23 表示 了 一 维 漂移 

图 823 再 轮 情形 的 单 孔道 中 的 布朗 粒子 流 与 布朗 粒子 
直径 之 间 的 关系 。 

经 过 一 个 周期 的 驱动 后 ， 孔 道中 的 液体 又 回 到 了 初始 时 刻 的 位 置 。 在 此 模型 中 出 现 了 
布朗 粒子 流 ， 基 本 原因 是 由 于 远离 了 平衡 环境 (由 周期 性 液体 么 所 产生 ) 和 空间 的 对 称 
性 破 缺 ， 由 居 里 原理 知 必然 产生 流 。 这 里 ， 产 生 布朗 粒子 流 的 物理 机 制 实质 上 是 由 于 不 同 
速度 的 液体 层 之 间 的 热 扩散 与 孔 壁 的 碰 擅 : 由 于 孔 状 的 反对 称 性 ， 使 得 向 前 和 向 后 泰 的 布 
朗 粒 于 流 亦 是 反对 称 的 ， 由 图 8-22 可 以 看 出 ， 较 小 倾斜 方 向 的 碰撞 粒子 数 多 于 较 陡 倾 斜 
度 方向 的 粒子 数 ， 因 此 将 产生 净 粒 子 流 。 


8.5 ”生物 分 子 马达 


所 谓 的 分 子 马达 (或 称 酶 马达 ) ， 是 指 在 细胞 内 的 ， 能 够 沿 着 聚合 纤维 进行 输 运 的 随 
机 动力 学 模型 。 在 此 ， 人 们 注意 的 仅仅 是 驱动 蛋白 大 家 族 中 能 够 独立 运作 的 分 子 马达 的 一 
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部 分 。 对 于 其 他 两 个 类 的 酶 马达 (动力 蛋白 和 肌 动 球 且 - 阻 凝 蛋 白 ) ， 其 模型 的 许多 基本 性 
质 除了 一 些 细节 的 差异 外 ， 主 体 上 均 保 持 与 驱动 蛋白 相同 。 


8.5.1 分 子 马达 的 生物 学 模型 


最 原始 的 生物 细胞 是 所 谓 的 原核 生物 细胞 ， 这 些 细胞 中 没有 细胞 核 ， 诸 如 大 部 分 的 细 
菌 。 在 原核 细胞 的 内 部 没有 任何 的 分 隔 区 域 ， 整 个 细胞 内 部 为 统 -- 的 液体 。 由 于 原核 细胞 
是 很 小 的 ， 其 内 部 各 种 物质 的 输 运 可 以 完全 被 动 地 通过 热 扩散 实现 。 相 反 的 ， 真 核 细胞 
(存在 于 多 细胞 环境 之 中 ) 不 仅 有 较 复 杂 的 组 织 结构 ， 而 且 空间 区 域 相 比较 而 言 十 分 大 ， 
因此 被 动 的 扩散 输 运 变 得 并 不 十 分 有 效 。 真 核 和 原核 细胞 的 特征 区 别 是 有 无 分 隔 区域 一 一 
即 是 否 存在 细胞 核 (具有 真实 物质 的 贮存 和 输 运 ) 、 其 他 的 许多 成 分 或 组 织 、 聚 合体 细 丝 
的 网 格 ( 这 些 细 丝 网 格 将 细胞 质 连接 起 来 )。 这 些 细 丝 结构 从 细胞 核 ( 亦 称 细胞 中 心 体 ) 
附近 辐射 出 来 一 直到 细胞 外 围 ， 支 撑 了 整个 细胞 的 形状 。 这 些 细 丝 结构 在 细胞 内 部 的 功 
能 ， 主 要 表现 为 : 系统 的 循环 和 不 同 区 域 之 间 的 连接 与 输 运 。 细 胞 内 部 的 细 丝 结构 是 蛋白 
质 、 营 养 物 质 、 代 谢 物质 等 的 输 运通 道 。 在 该 通道 中 ， 被 输 运 的 物质 包含 在 一 个 特定 的 包 
( 液 泡 ) 中 由 特定 的 蛋白 马达 驱动 。 

这 些 细 丝 的 一 种 主要 类 型 是 被 称 为 微 管 蛋 白 的 蛋白 纤维 (或 由 蛋白 组 成 的 微 管 蛋 
白 ) ， 这 是 由 两 种 十 分 相似 的 球状 蛋白 〈 a 微 管 蛋白 和 8p 微 管 蛋 白 ) 组 成 的 二 聚 物 ， 其 直 
径 大 约 为 4nm， 长 度 大 约 为 8nm。 微 管 蛋白 由 典型 的 13 种 蛋白 丝 ( 由 蛋白 微 管 二 聚 物 排 
列 而 成 ) 平行 于 纤维 轴 排 列 而 成 。 微 管 蛋 白 恰 是 一 孔道 (具有 一 定 柔 韧性 的 管 ) ， 其 外 径 
大 约 25nm， 内 径 大 约 17nm， 整 个 长 度 大 约 几 个 微米 。 由 于 管 径 沿 轴 向 的 反对 称 性 ， 因 此 
蛋白 微 管 是 有 极 性 的 ; 一端 若 表现 为 a 微 管 蛋 白 ， 另 一 端 则 必须 表现 为 B 微 管 蛋白 。 另 
外 ， 微 管 蛋白 表现 出 一 定 的 手 征 性 或 螺旋 性 ， 因 为 二 聚 排列 的 临近 平行 的 蛋白 纤维 被 披 此 
交替 地 移动 (空间 变化 ) 。 

一 种 很 特殊 的 马达 酶 可 以 在 蛋白 微 管 中 行 进 ， 而 且 携 带 着 染色 体 、 病 毒 、 可 以 在 内 部 
进行 化 学 反应 的 液 泡 ， 这 就 是 所 谓 的 驱动 蛋白 。 驱 动 蛋白 克服 黏 滞 阻 尼 的 必要 能 量 来 自 于 
ATP 酶 ， 也 就 是 水 解 ATP 为 ADP (将 三 磷酸 腺 苷 水 解 为 二 磷酸 腺 苷 ) 和 将 ADP 转化 为 P， 
(无 机 磷酸 脂 ) 的 化 学 发 热 。 单 个 驱动 蛋白 分 子 的 形状 是 十 分 细 长 的 ， 大 约 110nm 长 ， 而 
在 另外 两 个 空间 方向 大 约 10nm。 驱 动 蛋白 的 一 端 由 分 叉 的 两 个 尾 所 组 成 ， 以 抓 住所 携带 
的 货物 ， 接 着 是 很 长 的 具有 a 螺旋 的 环 状 中 间 部 。 驱 动 蛋白 的 另 一 端 分 叉 成 两 个 相同 球状 
头 或 马达 畴 。 头 的 功能 与 人 的 两 条 腿 十 分 相似 ， 沿 着 蛋白 微 管 一 步 一 步 地 行进 。 这 里 的 拟 
人 化 ， 实 际 上 并 不 十 分 准确 ， 因 为 蛋白 头 的 交替 行为 导致 的 是 驱动 蛋白 体 沿 着 微 管 行进 。 

驱动 蛋白 的 每 一 个 头 由 一 个 特别 的 微 管 结合 位 置 (也 就 是 一 个 ATP 的 结合 位 置 ) 组 
成 ， 称 之 为 ATP 结合 空 六。 相应 地 ， 每 一 个 头 既 可 以 结合 也 可 以 水 解 ATP 自身 。 基 本 的 
化 学 反应 循环 由 以 下 4 个 基本 步骤 所 组 成 : 第 一 步 ， 马 达 畴 与 环境 相互 作用 ， 接 触 到 蛋白 
微 管 ， 但 是 没有 任何 物体 与 之 结合 ; 第 二 步 ， 蛋 白头 在 空 穴 的 外 部 结合 一 个 ATP 分 子 ; 
第 三 步 ，ATP 结构 被 破坏 而 成 为 ADP 和 P， (所谓 的 能 量 冲击 ) ， 可 以 获得 大 约 20ks7 的 能 
量 ; 第 四 步 ，P, 从 ATP 的 空 穴 位 置 被 释放 出 来 ， 同 时 管 壁 对 头 的 亲和力 急剧 减 小 而 使 其 
从 高 温 区 扩散 到 低温 区 ， 这 时 管 壁 的 亲 和 作 用 又 将 变 得 很 大 。 接 着 又 回 到 第 一 步 ， 只 不 过 
此 时 将 接触 的 是 与 前 一 次 所 不 同 的 蛋白 微 管 。 
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细胞 内 的 “能 量 工厂 ”将 持续 不 断 地 供给 新 鲜 的 ATP 同时 移 走 代谢 出 来 的 ADP 和 
P,， 在 热平衡 (细致 平衡 条 件 下 将 保持 细胞 内 ATP 的 浓度 大 约 六 十 年 ， 以 至 于 逆 化 学 
循环 〈 吸 热 过程 ) 的 可 能 性 一 一 将 ADP、P; 转化 为 ATP 的 过 程 一 一 可 以 完全 忽略 。 

值得 注意 的 是 ， 驱 动 蛋 白头 并 不 以 任何 可 值得 重视 的 速率 水 解 ATP; 除非 它们 与 微 管 
蛋白 发 生 相互 作用 ， 这 预示 着 至 少 化 学 循环 部 分 与 管 壁 的 结合 有 着 密切 的 耦合 。 在 驱动 蛋 
白头 与 微 管 蛋白 接触 的 时 候 ATP 的 水 解 步骤 发 生 ; 接着 释放 P, 使 得 头 将 其 爪 释 放 ， 以 便 
在 与 微 管 结合 的 时 候 进行 下 一 个 步 又。 能 量 转换 的 关键 是 马达 蛋白 头 与 其 在 上 行走 的 蛋白 
纤维 之 间 的 亲和力 的 巨大 的 变化 。 特 别 强烈 的 亲 和 作 用 发 生 在 头 的 蛋白 微 管 结合 位 置 与 B 
蛋白 微 管 单 体 之 间 。 在 马达 酶 沿 着 蛋白 微 管 行进 的 每 一 步 中 ， 每 一 个 微 管 蛋白 二 聚 体 几乎 
被 结合 在 马达 头 的 一 个 单 头 上 ， 因 此 一 个 马达 头 覆 盖 了 两 个 二 聚 体 (大 约 16nm) 。 还 应 
该 注意 到 ， 马 达 和 蛋白 在 微 管 蛋白 中 的 行进 路 径 是 垂直 的 ， 而 不 是 绕 着 孔 管 行进 。 从 驱动 蛋 
白 的 整体 运动 情况 来 看 ， 驱 动 蛋白 沿 着 平行 于 蛋白 纤维 的 高 精度 路 径 行进 ， 以 至 于 微 管 蛋 
白 的 螺旋 并 不 是 十 分 重要 的 基本 角色 。 空 间 反对 称 性 以 及 驱动 蛋白 行走 所 涉及 到 的 主要 结 
构 ， 是 微 管 蛋 白 与 单 头 结合 点 的 二 聚 体 要 素 。 这 里 需要 重申 的 是 ， 驱 动 蛋白 中 所 给 定 的 每 
一 个 确定 段 只 能 够 在 蛋白 微 管 中 沿 着 一 个 确定 的 方向 行进 。 其 上 的 不 同 段 ， 尽 管 结构 相 
似 ， 其 行进 方向 可 以 是 不 同 的 。 

驱动 蛋白 也 就 是 所 谓 的 马达 酶 过 程 ， 可 以 独立 地 进行 操作 。 单 一 的 驱动 蛋白 分 子 在 放 
松 与 蛋白 微 管 接触 并 还 未 扩散 离开 以 前 ， 能 够 覆盖 1pm 数量 级 的 距离 ; 并 且 还 将 施加 超 
过 5pN 的 作用 力 。 


8.5.2 泛 醒 (辅酶 Q) 的 扩散 ( 跨 膜 输 运 问题 ) 


在 所 有 的 生物 组 织 中 ,能量 的 新 陈 代谢 均 包 含 了 将 氧化 还 原 的 能 量 转换 为 多 辜 酸 盐 
(通常 为 ATP) 的 能 量 。 在 一 般 情况 下 ， 这 种 转换 可 以 有 三 种 形式 ， 糖 酵 解 、 电 输 运 、 主 
要 的 光合 作用 。 在 糖 酵 解 中 ， 发 生 了 酶 作用 物 (基质 ) 级 的 氧化 性 质 的 磷酸 化 ， 这 并 不 
是 我 们 这 里 所 关心 的 问题 。 在 主要 的 光合 作用 中 ， 发 生 了 光 致 还 原 和 光 致 磷酸 化 。 光 致 还 
原 和 光 致 磷酸 化 这 两 个 过 程 被 用 于 第 二 种 光合 作用 一 一 由 C0, ，H,0 产生 糖 。 主 要 的 光合 
作用 步骤 包含 了 光合 作用 1 和 光合 作用 了 两 种 情况 ;这 两 个 步骤 被 氧化 还 原 和 包含 质 体 醒 
的 电 输 运 链 所 看 合 。 这 些 步骤 紧密 地 联系 到 发 生 于 细菌 膜 或 真 核 细胞 线粒体 内 膜 中 的 需 氧 
电 输 运 。 在 这 两 种 膜 的 跨 腊 输 运 中 ， 电 输 运 链 的 一 个 关键 步骤 是 泛 醒 的 参与 ， 形 成 了 链 的 
自由 扩散 的 基本 成 分 。 

生物 系统 中 的 氧化 反应 通常 具有 三 种 情况 : (1) 单 电子 的 转移 ， 例 如 铁 的 氧化 : Fe 
一 Fe" +e ; (2) 两 电子 和 一 个 质子 的 转移 ， 例 如 在 烟 碱 腺 嗓 叭 二 核 苷 酸 (NAD) 的 氧化 
过 程 中 : NADH 一 NAD* + 2e + H*; (3) 两 电子 和 两 质子 (或 单 电子 ， 一 质子 ) 的 转移 ， 
例如 泛 醒 (UQH,) 的 氧化 : UQH, 一 UQ + 2e + 2H*。 然而， 这些 氧 化 的 发 生 ， 总 是 伴随 
着 一 些 恰当 的 接受 分 子 的 还 原 。 例 如 ， 铁 根本 就 不 是 这 些 过 程 的 元 素 ， 取 而 代 之 的 则 是 相 
关联 的 有 机 成 分 ,诸如 硫化 铁 蛋 白 或 亚 铁血 红 素 蛋白 (例如 细胞 液 ) 。 有 机 分 子 的 环境 
(也 即 是 蛋白 组 分 ) 与 铁 的 氧化 还 原 势 相 谐 调 ， 这 一 类 的 氧化 还 原 势 的 范围 是 从 铁 元 素 内 
部 的 0.77 到 铁 氧 化 还 原 蛋 白 内 的 -0.43。 因 此 ,具有 有 机 结合 性 质 的 铁 (有 机 铁 ) 可 以 
是 不 同 的 有 机 铁 氧化 物 〈 简 单 地 说 是 具有 比 元 素 铁 有 更 强 的 氧化 还 原 性 的 蛋白 ) 的 接受 
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者 。 这 导致 了 硫化 铁 蛋白 和 电子 输 运 链 的 包 液 环境 的 相互 统一 (电子 流 的 铁 线 ) 。 通 过 还 
原 NADH (在 pH 值 为 7 时 氧化 还 原 势 为 -0.32)， 高 自由 能 的 电子 被 馈送 入 这 个 输 运 链 
中 ， 能 量 代谢 的 产物 主要 是 柠檬 酸 环 。 这 些 柠 榜 酸 环 在 链 的 尾部 被 分 子 氧 0，( 在 pH 值 
为 7 时 的 氧化 还 原 势 为 0. 82) 所 剔除 。 接 着 铁 蛋白 链 以 后 的 第 三 种 方法 是 一 种 包含 UQ 和 
UQH, 的 氧化 、 还 原 循环 的 结构 。 

在 此 对 醒 感 兴趣 有 几 个 原因 。 首 先 这 要 联系 到 能 量 代 谢 ， 因 为 这 个 过 程 包含 了 电子 和 
质子 的 转移 ， 而 铁 蛋 白 仅 仅 包含 了 电子 。 醒 的 还 原 发 生 在 膜 的 内 表面 (线粒体 内 部 或 细 
菌 内 部 ) ， 而 氧化 则 发 生 在 相应 膜 的 外 表面 。 配 的 还 原 被 电子 所 驱动 ( 这些 电 子 由 特别 的 
铁 蛋 白 所 提供 ) ， 相 应 的 质子 在 膜 的 内 空间 被 吸收 。 醒 的 氧化 被 特别 的 电子 吸收 铁 蛋 白 所 
驱动 ， 而 相应 的 质子 可 以 自由 地 进入 膜 套 的 外 空间 。 这 样 一 来 ， 电 子 流 与 质子 流 之 间 形 成 
了 耦合 ， 而 且 这 种 耦合 是 具有 矢量 性 的 。 这 种 耦合 的 矢量 指向 是 确定 的 : 质子 流 总 是 由 膜 
内 空间 指向 膜 外 空间 。 电 子 和 质子 的 流 一 流 耦 合 激发 产生 了 输 运 膜 电 化 学 势 ， 建 立 了 纯 电 
势 差 与 pH 差 的 联系 。 这 种 激活 膜 状 态 的 应 用 之 一 就 是 驱动 ATP 的 再 生 一 将 退化 的 腺 苷 
产物 ADP 和 无 机 磷酸 盐 P, 在 ATP 酶 蛋白 下 复合 为 ATP。 

泛 醒 在 能 量 代谢 过 程 中 具有 独特 的 地 位 ， 不 会 被 蛋白 质 结合 。 在 膜 的 某 一 边 ， 一 旦 泛 
柄 UQ 发 生 减 少 ， 则 UQH: 将 会 扩散 到 膜 的 另 一 边 ， 在 那里 被 氧化 形成 UQ， 使 其 浓度 增 
加 。 于 是 高 浓度 的 UQ 将 会 遵循 布朗 粒子 的 运动 而 扩散 到 膜 的 低 浓度 的 另 一 边 ， 从 而 使 膜 
两 边 的 UQ 浓度 达到 预期 的 要 求 。 这 种 循环 实质 上 是 布朗 粒子 运动 的 整流 过 程 。 

人 们 已 经 知道 布朗 运动 可 以 由 朗 之 万 方程 描述 ， 而 在 蛋白 微 管 中 的 这 种 运动 可 以 简化 
为 一 维 情形 : 

mx = -n+é(t) (8-203) 

这 里 的 m 是 泛 醒 的 质量 , n 仍然 是 阻尼 系数 ，x 为 分 子 的 坐标 ; #(t) 为 液体 流 对 醒 分 
子 的 热力 学 噪声 ， 满 足 涨 沙 耗 散 定理 : 

(€(1)€(5)) = 2ks7m5(L —s) (8-204) 

如 果 分 子 是 半径 为 R 的 球形 结构 ， 则 黏 滞 作 用 可 以 斯 托 克 斯 公式 表示 9 = 6myR。 对 
于 膜 中 的 泛 醒 ， 黏 性 由 膜 内 的 油脂 类 碳 氧化 合 物 侧 链 所 确定 。 人 们 可 以 使 用 油脂 类 油 酸 盐 
侧 链 构造 这 种 黏 性 环境 ， 在 30 时， 环境 的 黏 洁 系数 为 y = 25cP。 由 于 油 酸 盐 具 有 一 对 非 
饱和 碳 一 碳 键 ， 在 这 样 的 温度 下 ， 形 态 将 表现 为 油脂 类 流体 。 泛 醒 (包含 有 十 个 类 异 戊 
二 烯 单元 ) 是 一 个 质量 为 862 (d) 的 分 子 ， 具有 一 个 芬芳 环 状 的 头 ， 在 这 里 氧化 还 原 改 
变 了 所 形成 的 类 异 戊 二 烯 的 长 尾 。 实 际 上 ， 由 于 类 异 成 二 烯 长 尾 是 亲 脂 的 ， 这 种 分 子 就 像 
布朗 粒子 一 样 疏 行 通过 油脂 。 但 是 为 了 数学 描述 的 简单 化 ， 我 们 在 物理 上 将 其 简化 为 球 
形 ， 以 得 到 布朗 运动 的 特征 参量 。 把 分 子 简化 为 球形 后 ， 其 半径 大 约 是 R = 0.75nm。 斯 托 
克 斯 阻尼 参数 为 7 = 3.5 x 107gm/s, 朗 之 万 关系 时 间 ( 弛 列 时 间 ) 为 + = m/n = 3.9 x 
10…s。 由 于 弛 天 时 间 如 此 之 短 ， 说 明 这 样 的 朗 之 万 方程 是 真实 的 扩散 极限 ， 具有 极 低 的 
雷诺 系数 (大 约 10“) 。 由 爱 因 斯 坦 公 式 得 到 扩散 系数 为 : 

Bs 7 = 1.14 x 107cemzvs (8-205) 


对 于 厚度 为 4 = 8nm 的 膜 而 言 ， 粒 子 穿 过 所 需 的 时 间 为 : 


g 
A 贞 =2.8 x 10-s (8-206) 


因此 穿越 时 间 zw 远大 于 弛 殉 时 间 + (相差 9 个 数量 级 ) ， 证 明了 朗 之 万 方程 描述 的 扩 
散 极限 的 有 效 性 。 

原始 的 随机 过 程式 8-203 可 以 改写 成 与 扩散 等 价 的 随机 过 程 。 实 际 上 考虑 目前 环境 的 
过 阻尼 条 件 ， 由 过 阻尼 条 件 下 的 朗 之 万 方程 讨论 可 知 ， 我 们 可 以 将 惯性 项 忽略 掉 ， 而 式 
8-203 改 写 为 : 

二 (8-207) 

显然 式 8-207 描述 了 醒 分子 通 过 油脂 膜 时 的 随机 的 布朗 运动 (简化 的 朗 之 万 方程 ) 。 
从 式 8-203 可 以 推导 福 克 一 普 朗 克 方 程 ， 在 过 阻尼 近似 和 定 态 情形 下 ， 变 形 为 描述 密度 空 
间 分 布 的 定 态 的 扩散 方程 为 : 


二 pl) = 本 pe (8-208) 


在 唯 象 的 定 态 中 ， 输 运 膜 的 电化 学 势 被 能 量 代谢 所 描述 。 质 子 在 膜 中 的 运动 势 已 被 计 
算 为 ; 


Ap = AV -2.3 BTApH (8-209) 


方程 中 A 表示 增 量 〈 膜 外 的 势 减 去 膜 内 的 势 ), 到 是 电势 ， 严 是 法 拉 第 常数 。Ap 的 典 
型 值 为 200mV 的 数量 级 ， 因 此 ， 由 醒 循环 导致 的 质子 向 膜 外 输 运 的 能 量 峰值 在 室温 下 大 
约 为 3. 2 x10-" 尔 格 ， 或 者 大 约 8k7。 在 跨 膜 的 输 运 中 ， 氧 化 还 原 的 自由 能 是 否 直接 转换 
为 质子 的 动能 ? 或 者 说 氧化 还 原 的 自由 能 是 否 直接 将 质子 驱动 穿越 细胞 膜 ? 可 以 通过 以 下 
的 讨论 来 说 明 氧化 还 原 自由 能 通过 在 细胞 两 表面 产生 反对 称 边 界 条 件 而 形成 反对 称 的 有 信 
的 扩散 输 运 过 程 。 前 面 已 经 说 明 ， 在 此 所 涉及 的 跨 膜 扩散 输 运 实质 上 由 是 低 雷诺 指数 的 布 
朗 运动 所 导致 的 。 因 此 是 热能 驱动 了 质子 穿越 膜 而 非 氧化 还 原 自由 能 。 氧 化 还 原 自由 能 为 
热能 的 利用 提供 了 工具 ， 即 整流 完成 了 质子 输 运 这 一 功能 。 

在 此 仍然 采用 简化 的 一 维 跨 膜 输 运 模型 ， 如 图 8-24 所 示 为 质子 跨 膜 输 运 一 维 模型 示 
意图 。 生 物 膜 是 由 两 个 封闭 的 边界 层 套装 
而 成 。 膜 夹层 的 空间 范围 从 * = 0 到 =L; 
膜 的 边界 层 厚度 为 5。 在 x = 0 边界 层 内 ， 
2 划 还 原 施 主 Ds 和 质子 H* 与 泛 醒 (UQ) 结 

合 , 产生 了 还 原 醒 〈UQH; ) 。 还 原配 分 子 

扩散 到 膜 的 另外 一 层 。 在 * = 了 上 层 内 ， 还 原 

2 i 2。 醒 被 受 主 A 氧化 而 释放 出 质子 ， 接 着 被 氧 
化 的 UQ 又 跨 膜 扩散 回 到 膜 的 另 一 侧 从 而 完 

成 一 次 循环 。 输 运 膜 的 输 运 方向 沿 * 轴 。 腊 

2 过 的 内 层 厚度 (从 zx = 0 到 x* =L) 大 约 

图 824 8 +2nm, 而 膜 的 边界 层 厚度 为 8 (大 约 零点 
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几 个 纳米 ) 。 
在 *=0 边界 层 内 ,还 原 施主 Dx( 例 如 硫化 铁 蛋白 ) 所 提供 的 电子 与 质子 H 和 泛 醒 
(UQ) 结 合 ,还 原 产生 了 还 原 醒 (UQH: ) 还 原 剂 Ds 被 氧化 为 Do。 该 还 原 反应 可 以 表示 为 : 


Bo 
2Ds +2H* + UQ 2D, + UQH, (8-210) 


被 还 原 醒 分 子 (UQH: ) 扩散 到 膜 的 另外 一 层 。 在 x* = 上 层 内 ， 还原 醒 被 受 主 ( 例 如 
细胞 色素 ) A。 氧化 而 释放 出 质子 ,其 氧化 反应 方程 为 : 


2A。 + UQH， An +2Hr+ UQ (8-211) 


接着 被 氧化 的 泛 醒 UQ 又 跨 膜 扩 散 回 到 膜 的 另 一 侧 从 而 完成 一 次 循环 。 泛 醒 在 标准 状 
态 下 (pH =7) 的 氧化 还 原 势 为 Eo。 =0. 10V。 然 而 ， 由 于 细菌 代谢 可 以 缓冲 其 内 部 的 pH 
值 ， 使 得 在 膜 内 侧 的 x=L 的 这 一 边 的 pH<7， 在 此 附近 的 pH 值 基本 恒定 。 如 此 一 来 ， 质 
子 向 膜 内 的 输 运 将 使 其 内 部 的 酸度 更 大 。 质 子 的 输 运 要 产生 电势 ， 这 将 阻止 输 运 的 进行 。 
这 样 一 来 ， 膜 内 外 两 侧 的 氧化 还 原 势 是 不 同 的 ， 外 侧 的 势 要 高 于 内 侧 的 势 ; 在 pH 值 比 7 
小 一 个 单位 时 ， 相 应 的 氧化 还 原 势 要 增加 0. 06V ( 即 每 改变 一 个 pH 值 单位 ， 氧 化 还 原 势 
要 改变 0. 06V) ， 这 里 包含 了 电势 的 变化 在 内 。 

通常 情况 下 ， 可 以 肯定 的 是 在 膜 内 侧 ， 在 标准 状态 下 的 施主 的 氧化 还 原 势 四 要 小 于 
泛酸 的 氧化 还 原 势 Bo, 而 受 主 的 氧化 还 原 势 成 则 要 比 膜 外 侧 的 泛 醒 的 氧化 还 原 势 8。 
大 。 然 而 ， 在 唯 象 的 定 态 ， 参 与 的 分 子 种 类 中 没有 一 种 表现 出 标准 的 浓度 (1 个 摩尔 浓 
度 ) ， 它 们 的 摩尔 浓度 通常 为 毫 摩尔 或 比 之 较 小 。 因 此 ， 与 化 学 反应 方程 式 8-210 相关 的 
吉 布 斯 自由 能 为 : 

本 pp [DoJ*[UQH,] 
AG = -2F(E, - Ey) + RTIn Diuo (8-212) 

上 式 中 的 因子 2 源 于 参与 的 是 两 个 电子 ， 负 号 表征 这 些 是 负电 荷 。 根 据 热力 学 第 二 定 
律 ， 在 恒温 和 恒 压 下 ， 自 发 的 这 个 过 程 需要 满足 AG < 0. 万 < 多 , 肯定 地 贡献 在 这 个 方 
向 , [Da] > [Do] 同样 地 如 此 。 定 态 的 能 量 代谢 产生 了 [ Da] > [Do], 以 及 扩散 过 程 导致 
了 在 x=0 的 边界 层 有 [UQ] < [UQH: ] 。 当然 , fp < Ev 和 [Dn] > [De] 应 该 支配 着 吉 布 
斯 自由 能 关联 到 [UQ] < [UQH: ] 的 可 能 增加 。 在 x = 的 边界 处 有 同样 的 分 析 ， 导 致 了 
如 下 的 结果 : 


AG =-2F( 克 - EY,) + RTIn 加 ) (8-213) 


(Lue 
[AoJ*TUQH,] 

不 等 式 Bo < 看 ,[Ao] > [As] 均 自发 地 支持 AG < 0。 稳定 态 的 能 量 代谢 产生 了 
[Ao] > [As], 以 及 在 * = 上 边界 层 的 扩散 过 程 导致 的 [UQ] > [UQH:] 。 因 此 , E% < 区， 
[Ao] > [An] 肯定 地 控制 了 关联 到 [UQ] > [ UQH ] 的 吉 布 斯 自由 能 的 增加 。 还 应 该 注意 
到 ， 由 于 Ey。= Evo + Ap ， 过 高 的 正 的 能 量 差 Ap 使 得 反应 方程 式 8-211 向 右 的 进行 更 加 
困难 。 对 于 足够 高 的 正 的 能 量 差 Ap, 反应 方程 式 8-211 的 自发 方向 将 是 向 左 进行 的 。 

考虑 膜 的 一 个 小 的 横断 面 。 用 X。,Y 分 别 表示 在 * =0 处 边界 层 横断 面 区 域 UQH, 和 
UQ 的 分 子 数 ， 而 * = 了 上 处 的 横断 面 区 域内 的 相对 应 的 分 子 数 则 分 别 用 X,,Y, 表示 。 用 
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f(x,t) 表示 在 x=0 到 x = 之 间 UQH, 的 密度 , g(x,t) 则 相应 表示 UQ 的 密度 。 辅 酶 醒 的 
总 数 应 满足 以 下 方程 : 


tht [fd th th + [elx) d= 0 (8-214) 
在 闭 区 间 x e [0,L], 分 子 密度 满足 扩散 方程 : 

名 fz) =D Ex) (8-215) 
g(xt) =D g(t) (8-216) 

在 这 里 ,假设 UQH, 和 UQ 的 扩散 系数 相同 。 在 边界 层 内 ， 有 质量 反应 方程 : 
En = aoXo + BoYo + D EO,) (8-217) 
Eh = -BY + ooXo + Dag(0,) (8-218) 
Ex = +Bk, - D EAL) (8-219) 
HY, =+ aX -BY -Dag(L,) (8-220) 


这 里 的 下 标 表 示 所 涉及 的 边界 层 。 上 述 方程 中 的 第 三 项 均 表 示 从 相应 空间 输入 、 输 出 
膜 的 扩散 流 。 根 据 第 三 项 的 符号 ， 可 以 看 出 式 8-216 、 式 8-217 两 个 方程 表示 了 x > 0 的 由 
边界 层 向 右 的 扩散 流 ， 而 式 8-218 ， 式 8-219 则 表示 了 x < 工 的 由 边界 层 向 左 的 扩散 流 。 本 
扩散 过 程 的 边界 条 件 可 以 写 为 : 

JA0,) = 号，e(0.0 = 四 
(8-221) 
A(L,t) = 党 &(L0 = 癌 


这 样 的 边界 条 件 等 于 边界 层 内 的 密度 与 膜 边 界 上 的 密度 。 

方程 式 8-217 、 式 8-220 中 的 反应 速率 常数 a,B 包含 了 电子 施主 、 受 主 的 影响 。 例 如 ， 
考虑 由 方程 式 8-210 所 描述 的 在 * =0 的 边界 层 上 的 反应 ， 如 果 剔 除了 扩散 流 项 ， 则 反应 
将 被 描述 为 : 


d 2 
Wx = ~ eof Do] Xo + bo Da JY (8-222) 


用 关系 到 平衡 常数 K 的 速率 恒定 的 比例 : 


天 = exp[ 一 党 = 和 (8-223) 
AG” =-2F(Ew - Ey?) (8-224) 


由 于 质子 的 影响 已 被 吸收 到 氧化 还 原 势 式 8-224 的 标准 状态 ， 在 方程 式 8-222 中 已 经 
.234 . 


把 质子 的 直接 分 布 消去 。 然 而 ， 在 反应 方程 式 8-210 中 ， 质 子 所 表现 的 实际 形式 是 HO 7 ， 
方程 的 右边 ， 即 反应 生成 物 这 一 边 包含 了 水 分 子 项 2H,0， 其 影响 也 被 吸收 到 标准 态 的 氧 
化 还 原 势 中 。 因 此 在 方程 式 8-210 和 式 8-222 中 的 恒定 速率 具有 关系 : 
ao = ao[ Do]’, Bo = bo[ Dr]? (8-225) 

如 果 AG” <0, 则 有 4b = co, 如 果 稳定 态 的 能 量 代谢 保持 [Das] > [Do] , 则 有 > ao。 
在 边界 x =L 处， 我 们 可 以 得 到 平行 的 分 析 : 在 稳定 态 ， 如 果 能 量 代谢 保 持 [A。] > [An] 
而 县 能量 差 Ap 不 是 太 大 则 有 不 等 式 a,> Bu。 这些 不 等 式 表 明了 在 醒 的 扩散 中 氧化 还 原 能 
影响 边界 条 件 的 方式 。 

可 以 容易 地 得 到 方程 式 8-214 ~ 式 8-220 在 边界 条 件 式 8-221 下 的 定 态 解 。 和 以 往 一 
样 ， 用 下 标 s 表示 定 态 ， 得 到 密度 函数 的 解 的 形式 : 


f(x) = 及- 至 0 -fi) (8-226) 
B(x) =go -二 (go -81) (8-227) 
密度 函数 中 的 常数 满足 以 下 关系 : 
”= 全 ， &o = 如， f= 党， B= 的 (8-228) 
tt +) = 0 (8-229) 


将 式 8-226、 式 8-227 代入 质量 反应 方程 式 8-217、 式 8-220， 实 施 一 定 的 代数 运算 ， 
则 得 到 泛 醒 的 数 密度 在 稳定 态 下 的 解 为 : 
Bo(a, +B,) +r(Bo +B,) 


有 ns +B,) + (ao +Bo) (a, +B,) (8-230) 
Yo = ce Ep ta te +B) (8-231) 
X, = 了 r(ao eg + He +B.) (8-232) 
-7 rT(ao + 加 a es + (8-233) 
这 里 的 是 影响 扩散 速率 ， 定 义 为 : 
Wis 名 (8-234) 


从 扩散 系数 的 方程 式 8-208 和 工 、5 的 数量 ， 立 即 得 到 的 数量 级 为 10's-'。 通 常 ， 这 
样 的 数 要 比 a,pB 大 几 个 数量 级 。 这 就 是 定 态 解 的 应 用 。 等 式 8-228 中 所 描述 的 方程 式 8- 
226、 式 8-227 的 主要 量 是 膜 边界 之 间 的 分 子 密度 差 fo - X,, 和 Yo- Y,。 在 此 差 值 中 ， 分 
子 上 的 r 因数 被 消去 后 ， 有 : 

—- (Yo -YY) = 和 一 和 
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Boas ~ oup, 

TT CT (52 

由 方程 式 8.225 所 导出 的 不 等 式 ， 使 得 式 8.235 右边 的 值 显然 为 正 。 因 此 ， 由 方程 式 

8-226 给 出 的 UQH, 的 定 态 形式 解 显示 出 在 膜 层 内 (x < (0,Z) ) 沿 * 正方 向 线性 减少 ,而 

UQ 的 定 态 形式 解 却 沿 * 的 负 方 向 线性 减少 。 膜 层 内 的 UQH, 和 UQ 稳定 态 扩散 流 则 相应 
地 解 册 为 : 


= 了 Do - - 
-Df(*) = Xu -Xu) >0 (8-236) 
-DBs,(*) = 2 -Y,)<0 (8-237) 


至 此 ， 得 到 了 跨 膜 的 大 分 子 的 逆 输 运 问题 的 扩散 模型 解 。 而 对 于 粒子 跨 膜 的 逆 输 运 ， 
并 不 能 得 到 如 此 的 解析 解 ， 只 能 够 通过 井 轮 势 的 讨论 得 到 数值 解 。 这 样 的 两 种 流 恰巧 构成 
了 分 子 马达 的 循环 〈 就 像 卡 诺 循环 一 样 ) 。 


8.6 布朗 马达 的 效率 
8.6.1 布朗 马达 效率 的 渐进 解析 形式 一 一 与 卡 诺 效率 的 比较 


对 于 分 子 马达 效率 的 研究 ， 现 已 经 形成 了 一 个 很 专门 的 领域 。 布 朗 马达 的 效率 是 由 哪 
些 因素 确定 的 ? 布朗 马达 的 效率 与 通常 的 卡 诺 热机 效率 相 比 ， 究 竟 有 多 大 的 差异 ? 这 些 问 
题 无 论 在 理论 还 是 在 实际 应 用 中 都 不 具有 极为 重要 的 意义 。 

目前 广泛 接受 的 分 子 马达 的 效率 是 布朗 粒子 在 时 间 周 期 内 的 单位 时 间 的 平均 机 械 功 与 
相同 时 间 内 外 驱动 (f(1) 或 y(t) ) 馈 人 的 平均 净 功率 之 比 R， 即 : 

DF 

R= (8-238) 

式 中 ，F 为 布朗 粒子 所 受到 的 负载 力 ; 《x*) 为 布朗 粒子 的 平均 速率 ;〈P,〉 为 外 驱动 输入 的 
净 功率 。 这 些 参 量 的 平均 是 关于 时 间 周 期 的 平均 。 

像 卡 诺 循环 一 样 ， 布 朗 热 机 (分子 马达 ) 严格 地 在 具有 不 同 温度 的 两 个 热 浴 之 间 工 
作 。 布 朗 工 质 (布朗 粒子 ) 的 作用 是 把 热能 转换 为 机 械 功 〈 逆 势 场 梯度 的 输 运 ) 。 布 朗 热 
机 具有 两 个 主要 特征 : (1) 该 热机 的 循环 运转 是 自动 进行 的 ，(2) 布朗 热机 被 同时 与 工 
质 相 接触 的 两 个 热源 的 有 限 温差 所 驱动 ; 因此 布朗 热机 系统 的 工作 是 处 于 非 平 衡 态 的 。 

为 了 简单 方便 地 描述 和 讨论 布朗 热机 的 工作 情况 ， 在 此 采用 简化 的 一 维 过 阻尼 布朗 
系统 ， 该 系统 中 布朗 粒子 的 运转 是 由 于 热 浴 温度 的 空间 均匀 性 的 破 缺 所 导致 。 在 相 空间 中 
的 几率 密度 P(p,q) 遵从 克 莱 默 斯 方程 : 


9 Sy 
arP(P,9) = (让 + 动 
=K(g) 2P(p,g) - 2 2p(p,g) + 
9 ap P， mag 了 ,9 
9 
asl2P (pg) + mks7(9) BP(p,0)] (8-239) 
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在 上 述 方程 中 , K(g) = - 3U(9)/9g; n,m,J,,J， 分 别 对 应 表示 摩擦 系数 、 布 朗 粒子 的 质 
量 、 空 间 及 动量 空间 的 几率 流 。 而 势 函 数 U(g) 满足 U(g) = 以 (9) + gg, 等 式 右边 第 一 项 
是 周期 为 的 空间 周期 势 ， 第 二 项 中 的 g >0 是 普通 斜率 的 梯度 ， 该 项 对 应 负载 力 。 假 设 
温度 与 势 一 样 具有 相同 的 空间 周期 7(g + L) = 7(q)。 在 该 棘 轮 系 统 中 ， 存 在 具有 不 同 温 
度 的 两 个 热 浴 , 7, 表示 高 温 热 浴 的 温度 , 7, 表示 低温 热 浴 的 温度 。 因 此 在 一 个 空间 周期 中 ， 
热 浴 对 布朗 粒子 的 影响 有 两 个 转换 点 。 在 此 为 简单 起 见 将 讨论 限制 在 温差 较 小 的 情况 ， 即 
T,/T， = 0(1)。 由 于 高 温 热 浴 对 布朗 粒子 所 做 的 功 多 于 低温 热 浴 所 做 的 功 ， 可 以 预料 布朗 
热机 中 这 种 普通 的 单 自由 度 的 运动 是 源 于 热 浴 的 温度 差 。 假 设 有 两 个 做 功 的 布朗 粒子 在 疏 
越 势 又 ， 一 个 在 高 温 热 浴 之 中 ， 另 一 个 在 低温 热 浴 之 中 。 那 么 ， 在 高 温 热 浴 中 做 功 的 粒子 
疏 过 势 垒 的 频率 高 于 低温 热 洽 中 疏 过 势 公 的 频率 ， 这 就 导致 了 系统 中 的 普遍 的 运动 。 因 
此 ， 可 以 正比 于 几率 流 而 积累 功 。 为 了 作 简便 的 分 析 ， 考 虑 系统 中 的 布朗 粒子 为 全 同 粒 
子 。 考 虑 全 体系 统 的 平均 ， 可 得 每 一 个 粒子 的 能 量 为 机 械 能 已 = p?/2m + U(g)。 

可 以 推测 ， 如 果 在 物理 上 可 以 将 输 运 点 上 的 不 可 逆 热 运转 忽略 ， 则 布朗 热机 的 效率 与 
卡 诺 热机 的 效率 相同 。 在 所 导致 的 几率 流 为 有 限时 ， 任 何 布朗 马达 是 不 可 逆 的 。 如 果 布 朗 
热机 的 运转 效率 是 卡 诺 效率 的 话 ， 系 统 就 应 该 是 处 在 “ 停 转 状态 ” ， 在 该 状态 下 的 空间 几 
率 流 消失 J,(g) = 0 (相应 于 过 阻尼 描述 ) ， 或 者 相应 于 欠 阻 尼 状态 的 动量 空间 的 几率 流 为 
零 J(p,g)dp = 0。 虚拟 态 的 运转 需要 这 种 停 转 状 态 。 因 此 要 估计 在 转换 点 的 热流 是 否 可 
道 和 怎样 可 逆 的 ， 这 可 通过 停 转 状态 克 莱 默 斯 方程 的 定 态 解 实 现 。 为 了 实现 这 个 目的 ,将 
讨论 限制 在 一 个 特殊 的 区 间 9 e[ - 4,l]。 这 个 特定 的 区 间 以 转换 点 g=0 为 中 心 ; 4 4 分 
别 表示 从 转换 点 到 高 湿热 洽 和 到 低温 热 浴 的 空间 宽度 ， 它 满足 以 下 不 等 式 ; 

lll, (x=h,!) (8-240) 

这 里 的 4 4 分 别 是 高 温 热 浴 和 低温 热 浴 的 宽度 (4 +4 = 上 ) ol 是 转换 区 间 的 特征 长 度 
的 标 度 ， 该 区 间 的 几率 密度 与 热平衡 态 的 几率 密度 不 同 。 长 度 i 是 热力 学 速率 
un( ~ Vks7m) 与 速度 相关 时 间 r( = m/m) 的 乘积 1，~ vs re 的 选择 在 满足 不 等 式 8- 
240 时 ， 对 以 后 的 讨论 并 不 产生 影响 。 虽 然 在 此 讨论 的 仅仅 是 一 个 转换 区 域 ， 但 是 与 其 他 
区 域 的 反对 称 行为 并 无 不 同 。 至 此 以 后 将 使 用 归 一 化 的 概率 密度 p(p,g) ， 定 义 为 : 


[apf pln,0)dg =1 (8.241) 


在 以 上 的 基本 条 件 确定 后 ,就 可 以 阐明 从 热 浴 到 做 功 粒子 的 不 可 北 的 热 传 输 。 克 莱 默 
斯 方程 式 8-239 的 右边 由 两 部 分 组 成 。 第 一 部 分 由 第 一 项 和 第 二 项 组 成 ， 这 是 作用 于 概率 
密度 p(p,g) 上 的 刘 维尔 算 符 ， 表 现 为 能 量 。 第 二 部 分 则 为 最 后 一 项 ， 描 述 热 浴 与 粒子 之 
间 的 能 量 转换 ;该 部 分 的 动量 空间 的 几率 流 被 写 为 : 


=- (lots + martg) Bpl2,0)] (8-242) 


由 于 几率 流 消失 J/”= 0, 则 平衡 态 的 几率 密度 满足 玻 耳 兹 曼 分 布 为 : 
p(p,9) = exp{- [ 芝 本 vq)]/ks7} (8-243) 
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能 量 流 只 能 够 在 区 域 9 se [- 14,4] 通过 厅 被 描述 。 单 位 时 间 内 从 热 浴 到 粒子 的 平均 


( 坚 ， = wp 站 Sdp =- 人 -Ef [pp(p,9) + mksT(g) p82]a 
mi 


(8-244) 


在 动量 空间 分 布 积分 ， 且 考虑 几率 密度 的 边界 性 质 : 密度 函数 p(p,g) 在 动量 空间 的 
无 穷 远 边缘 处 以 指数 趋 于 零 ， 则 有 : 


(a NE 


-2 oa 


这 就 是 从 热 洽 到 粒子 的 热 传 输 公式 。 当 系统 与 热 洽 处 于 热平衡 时 ， 因 为 热平衡 理论 要 
求 : pz/2m》= ka7/2, 则 热 传 输 消失 (4s) = 0。 这 也 说 明了 全 同 粒 子 与 热 治之 间 的 能 量 


变化 仅仅 在 热 传 输 点 9 = 0 附近 有 控制 地 位 ， 在 这 里 的 粒子 的 平均 动能 偏离 了 能 量 均 分 定 
律 的 ks772。 

接着 讨论 能 量 是 怎样 在 转换 点 附近 流动 的 。 作 为 停 转 状态 ， 儿 率 密 度 函 数 p(P,4) 是 
定 态 的 ;因此 能 量 密度 也 是 定 态 的 ， 亦 即 下 式 不 显 含 时 间 : 


pil9) = [E+ U9) Jp(pg) dp (8-246) 
由 于 停 转 状态 没有 做 功 ， 能 量 守恒 则 要 求 : 
(0 +0) =0 (8-247) 
这 说 明了 从 高 温 热 浴 流 到 粒子 的 热 全 部 流 到 了 低温 热 浴 : 
0 = -站 (8-248) 


也 应 该 注意 到 在 停 转 态 ， 由 于 效率 的 核心 因素 ( 功 ) 不 存在 ,效率 应 该 为 零 ， 除 非 
(dQ/dt) = (dQ/dt) = 0. 仅 当 方程 式 8-245 为 零 时 ,虚拟 过 程 是 可 逆 的 。 因 此 ， 
《dQ,/dt) 足以 表征 停 转 态 中 的 过 程 。 于 读 广 夫 3 让 汶 可 忆 六 由 内 全 轩 于 的 
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让 公式 二 六 了 不 可 过 0 雪人 入 对 清寺 移 六 是 在 转折 让 的 村 的 动 人。 

例如 ， 根 据 气体 的 运动 理论 ， 系 统 中 存在 着 有 限 的 热 传 输 流 /， 具 有 有 限 质量 和 摩擦 
系数 的 布朗 粒子 穿 过 不 同 温度 的 两 个 区 域 ， 即 使 两 个 热 浴 与 系统 没有 直接 的 接触 。 这 暗示 
了 7 三 《dQ,/dt》 > 0。 注意 ， 这 与 过 阻尼 情形 下 流 为 零 的 假设 不 一 致 

在 过 阻尼 极限 (n 一 /mm 一 0) 情形 ， 可 以 考虑 热 传 输 流 的 渐进 行为 。 要 得 到 如 此 的 
渐进 行为 ， 使 用 任意 单位 位 置 的 相应 的 单位 质量 和 摩擦 (m = 1 = 7) 的 热 传 输 流 /是 十 
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分 方便 的 。 利 用 方程 式 8-245 ， 对 应 的 热 传 输 流 可 以 写作 : 


”ks7\ Ain A ， 
人 人 
式 中 , p"(p,9) 是 对 应 状态 m = 1 = 7 的 几率 密度 。 把 任意 质量 和 摩擦 系数 的 几率 密度 


P(P,9) 称 为 普通 几率 密度 ， 对 应 的 流 为 普通 热 传 输 流 。 这 里 所 作 的 简化 对 结论 的 本 质 没 
有 影响 ， 仅 仅 是 为 了 讨论 的 方便 。 在 简化 的 对 应 状态 ， 转 换 区 域 (该 区 间 内 动量 空间 的 
概率 密度 是 偏离 平衡 态 的 ) 的 特征 长 度 表 示 为 1; = vi = VksT。 

要 根据 简化 的 相应 热 传 输 式 8-250 来 估计 一 般 的 热 传 输 式 8-244， 必 须要 建立 起 普通 
密度 函数 与 简化 对 应 密度 之 间 的 关系 。 当 考虑 过 阻尼 渐进 行为 时 ， 克 菜 默 斯 方程 中 的 势 项 
Kap/ap 可 以 被 忽略 。 在 该 方程 中 使 用 定 态 条 件 9/9: = 0, 得 到 描述 相 空间 中 边界 条 件 点 
4=0 周 围 的 定 态 流 的 简化 方程 : 

入 = [pps0) + mks7(o) tps] (8251) 

上 面 的 这 个 方程 关于 mm 具有 标 度 的 性 质 ， 即 普通 的 密度 函数 p(p,g) 可 以 用 相应 简 
化 的 密度 函数 p* (p,q) 表示 : 

=q [pe : 
p(p,9) = op (二 二 。 (8-252) 

这 里 的 常数 因子 c 由 归 一 化 关系 确定 。 

若 g 离开 转换 点 9 =0 的 距离 远 于 特征 长 度 1 , 则 布朗 粒子 离开 高 温 区 ， 具 有 高 温 区 
经 历 的 布朗 粒子 的 几率 密度 接近 平衡 态 的 形式 : 


pa(p,9) = Chexp[ - p’/2mksT,], (gqg <-1,) (8-253) 
相应 的 低温 区 经 历 的 布朗 粒子 的 密度 函数 为 : 
pi(p,9) = Ciexp|- P[2mksTi ， (ql,) (8-254) 
系数 C, ,C, 要 求 满足 几率 流 的 连续 的 边界 条 件 ， 因 此 我 们 有 : 
CT = CT (8-255) 


这 主要 由 过 阻尼 极限 的 条 件 导数 所 确定 , 剩 下 的 确定 C, 的 条 件 是 归 一 化 条 件 。 需 要 说 明 
的 是 ,即使 由 于 转换 区 域 的 特征 标 度 & 远 小 于 宽度 /4 : 必 /L. <1,(x = 有,1) 而 导致 了 转换 区 域 
的 分 布 被 忽略 ,几率 密度 的 归 一 化 条 件 总 是 由 统计 性 质 给 出 。 于 是 C, ,C, 被 确定 为 : 
Bd 
和 VmmksT, Ts + 7 
_ 1 T 
~ VanmkeT Th + Th 
利用 式 8-256 和 式 8-252 得 到 两 个 归 一 化 的 几率 密度 之 间 的 关系 : 


(8-256) 
C, 


p(p,g) = Fp: (8-257) 


(三 2 ) 
Vm "Vm 
注意 ， 这 个 关系 即使 在 转换 区 间 也 是 有 效 的 。 
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， 可 以 用 相应 简化 的 热 传 输 1” 来 表示 普通 形式 的 热 传 输 1 。 将 了 写作 : 


1=-22[ 4 p 矿 (全 -SL)p(p,9)ag (8-258) 


作 变量 代 换 : P” = p/ Vm,qg' = (7/ Ym)g, 则 得 到 转换 流 的 普通 表达 形式 为 : 


1 
考虑 方程 式 8-257， 即 得 : 
NC (ea) 


这 个 积分 仅仅 在 特征 长 度 为 i 的 转换 点 附近 起 支配 作用 。 对 于 过 阻尼 条 件 刀 一 % ,mm 
一 0, 下 面 的 不 等 式 依然 成 立 : 


1 
leh < 至 (8-261) 


因为 式 8-260 中 , 与 9e [ -4,0] 相 比 较 ， 间隔 g e [ -4/ Vm， -4] 对 积分 的 贡献 


被 忽略 ， 因 此 可 以 充分 地 将 9 e [ -4,0] 代替 9 es [- mV Vm, -4]。 使 用 方程 式 8-250， 
可 以 得 到 所 需要 的 主要 结果 : 


1~- 专 [-。 站 网 [ jp (p,g)dg = 亿 ' (8-262) 


ee Bl ha 

根据 这 个 结果 ， 可 以 知道 在 过 阻尼 极限 下 ， 转 换 点 的 不 可 逆 热 传输 并 不 会 减少 。 形 成 
过 阻尼 极限 的 一 种 方法 是 增加 摩擦 系数 了 7， 这 样 情形 的 热 传 输 不 会 减少 ， 因 为 热 传 输 不 依 
赖 于 ?7。 另 一 种 途径 是 减少 布朗 粒子 的 质量 m， 此 时 的 热 传 输 亦 不 会 减少 ， 因 为 此 时 将 提 
升 布 朗 粒子 的 功率 。 也 就 是 说 过 阻尼 过 程 中 在 两 个 热 浴 之 间 的 不 可 逆 热 传输 不 会 减少 。 热 
流 是 几率 密度 在 动量 空间 中 转换 点 的 对 称 性 破 缺 的 结果 ; 因为 如 果 在 相 空 间 的 几率 密度 是 
对 称 的 ， 则 热 传 输 消失 。 这 可 由 方程 式 8-249 看 出 。 

由 于 几率 流 的 变化 依赖 于 参量 %”、m 的 改变 ， 系 统 可 能 输出 的 功 也 会 随 过 阻尼 极限 而 
变 。 然 而 ， 无 论 非 零 的 热 传 输 1 表现 出 来 与 否 ， 系 统 在 任意 条 件 ( 包括 非 停 转 状 态 ) 下 不 
能 达到 卡 诺 效率 这 一 结论 仍然 不 明显 。 因 此 ， 增 加 了 过 阻尼 不 可 逆 热 传输 的 过 程 ， 将 阐明 
功 和 热 传 输 导致 的 功 ， 从 而 得 到 布朗 热机 效率 的 显然 表达 式 。 

回 到 克 莱 默 斯 方程 式 8-239， 当 考虑 布朗 系统 的 功 输出 时 ， 不 得 不 考虑 动量 的 自由 度 ， 
因为 功 仅仅 是 位 移 的 函数 。 我 们 用 系统 的 几率 密度 为 P(9) 的 过 阻尼 福 克 一 普 朗 克 方程 来 
估算 功 。 该 方程 可 写 为 


9 二 二 wi 
me) = a97(9) 


3U(g) ,aka7(g)) 
| 和 ]P(9) (8-263) 


这 里 应 用 了 周期 性 边界 条 件 P(0) = P(Z) ,dP/dg|,.。= dP/dq|,.,。 在 过 阻尼 极限 的 
依赖 于 系统 位 移 的 显然 的 质量 消失 。 在 稳定 态 , 9P(9)/at = 0, 空间 的 几率 流 独立 于 g。 几 
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率 流 的 形式 为 : 
-二 [到 ug) + peo ) (8-264) 


关于 密度 函数 的 P(g) 的 方程 为 : 
[2 + Tog ) =0 (8-265) 


这 个 方程 说 明 摩 擦 系数 的 变化 并 不 影响 几率 密度 P(g) 。 但是， 方程式 8-264 给 出 的 几 
率 流 的 标 度 为 x 7 。 对 于 固定 的 负载 势 ， 布 朗 粒 子 单位 时 间 的 做 功 dW/dt 正比 于 几率 
流 。 但 是 ， 唯 一 的 过 程 9 一 % 没 有 导致 系统 为 卡 诺 效率 ， 因 为 导致 的 正比 于 J/ 的 功 在 不 
可 逆 热 式 8-262 增加 时 并 不 减少 。 

要 得 到 与 功 相 关 的 质量 ， 考 虑 遵从 斯 托 克 斯 定理 且 具 有 半径 rs 的 做 功 粒子 ， 这 里 的 
质量 和 摩擦 系数 由 一 个 参数 rs 指定 : my < re,m < 局。 因此 具有 dW/dt < Je 7 ' x rs。 独 
立 于 功 的 不 可 逆 热 传输 dQ,,/dt 正 是 热 传 输 式 8-262。 因 此 具有 : 


Se um- < (8-266) 


功 导致 的 热 传 输 Ov 正比 于 功 WW， 而 功 WW 正比 于 几率 流 式 8-260。 这 三 个 成 分 确定 了 
效率 n, ， 其 间 关系 可 以 写 为 ; 
dW/dt cr 2 
WT dO /dt + dQ/dt erp + or 0 + ey/ VF {8.267) 
式 中 , cl,e,c 是 常数 。 这 个 结果 显示 了 当 取 过 阻尼 极限 re 一 0 时 ， 效 率 单调 地 趋 于 零 。 
即使 在 同一 周期 中 存在 另 - -个 转换 点 时 ， 这 一 结果 也 不 发 生 改 变 ， 因 为 这 两 个 渐进 行为 是 
相同 的 。 


8. 6.2 周期 势 驱动 的 布朗 马达 的 整流 效率 


8.6.2.1 布朗 马达 效率 定义 的 缺陷 

前 面 已 经 论述 了 布朗 马达 的 效率 达 不 到 卡 诺 热机 的 效率 。 所 定义 的 效率 是 唯 象 的 ， 很 
难 直 接应 用 到 具体 的 模型 。 该 效率 的 定义 实际 上 是 等 价 于 该 系统 输出 的 功 与 输入 能 量 之 
比 。 在 周期 势 场 中 布朗 马达 的 效率 通常 也 被 定义 为 粒子 克服 阻尼 所 做 的 功 与 输入 能 量 之 
比 。 或 者 说 势 场 中 的 布朗 马达 的 效率 是 将 能 量 转化 为 与 负载 相关 的 势能 之 比 。 因 此 负载 必 
然 地 被 包含 在 效率 的 定义 之 中 。 在 闪烁 棘 轮 模型 中 ， 独 立 于 时 间 的 势能 的 梯度 部 分 对 应 了 
负载 而 被 结合 到 系统 之 中 ， 布 朗 粒子 则 逆 着 势能 梯度 而 做 功 。 从 这 个 意义 上 来 说 ， 当 负载 
为 零 时 ， 布 朗 马 达 的 效率 亦 为 零 。 

对 于 无 负载 的 系统 一 点 也 没有 利用 输入 能 量 的 说 法 存在 一 些 问题 。 当 然 ， 布 朗 马达 可 
以 是 将 部 分 输入 能 量 转换 为 势能 而 储存 于 系统 。 但 是 从 根本 上 来 说 ， 布 朗 马 达 的 目的 是 使 
粒子 做 定向 运动 。 假 如 说 有 两 个 布朗 粒子 “4”、“B” 消耗 掉 相 同 的 输入 能 量 。 粒 子 4 往 
复 跳跃 ， 平 均 来 说 在 一 个 方向 运动 ; 在 给 定 的 时 间 内 到 达 目 的 地 。 而 粒子 B 在 相同 的 时 
间 内 也 往复 跳跃 ， 没 有 实现 一 个 方向 的 运动 ， 因 此 没有 到 达 目 的 地 。 很 显然 , 4 粒子 比 B 
粒子 很 有 效 地 利用 了 输入 能 量 。 但 是 两 个 粒子 的 转换 效率 为 零 。 受 这 一 观点 的 激发 ， 
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Derenyi 等 人 提出 了 并 不 依赖 负载 的 一 种 新 的 效率 定义 。 首 先 要 确定 任务 ， 也 就 是 在 给 定 
时 间 r 内 马达 输 运 通过 一 定 的 距离 [; 则 马达 的 效率 定义 为 完成 这 一 任务 〈 功 ) 所 需 的 最 
低能 量 与 输入 能 量 之 比 。 这 一 处 理 是 平常 的 而 且 可 以 方便 地 应 用 到 化 学 过 程 和 热机 之 中 。 
还 可 以 作 另 一 种 探讨 ， 也 即 是 能 量 范畴 的 朗 之 万 动力 学 ; 从 这 一 动力 学 模型 ， 可 以 很 自然 
地 得 到 新 的 效率 定义 ,“ 整 流 效率 "。 


8.6.2.2 能 量 守恒 
考虑 热 洽 中 的 布朗 粒子 。 系 统 可 以 用 动量 表现 的 朗 之 万 方程 描述 ， 
多 = -np +t) - RU) (8-268) 
dx 
ps = 下 (8-269) 


这 里 的 x 表示 布朗 粒子 的 空间 位 置 ; p 表示 动量 ; m 为 布朗 粒子 的 质量 , 7 为 摩擦 系 

数 摩擦 力 , mp 是 热 浴 对 布朗 粒子 的 作用 ; U(x,t) 是 显 含 时 间 的 势 ; 假设 该 势 可 以 展开 为 两 
项 的 组 合 : 

U(x,t) = (xz + Fx (8-270) 


这 里 的 下 是 负载 ,Uo(*,t) 是 关于 x、i 的 周期 函数 。 随 机 力 &(t) 考虑 为 高 斯 白 噪声 。 
则 动力 学 式 8-268 、 式 8-269 可 以 改写 为 : 


dp =— npdt + dW(L) 一半 CeDd (8-271) 
dx = 已 dr (8-272) 
m 


这 里 dW(t) = [oa 表示 Wiener 过 程 在 时 间 间 隔 dt 的 增 量 ， 满 足下 列 关 系 ; 


(dw(t)) =0 
((dW(1))*) = 2mmksTdt (8-273) 
基于 方程 式 8-271、 式 8-272， 可 以 讨论 能 量 守恒 。 用 p/m 乘 以 方程 式 8-271 两 边 ， 得 
到 如 下 的 结果 : 


2 
0 .2 es 4 . 
mo nm t+ mdwt) CC mt (8-274) 


由 于 考虑 的 是 定 态 的 能 量 守恒 ， 而 对 关于 平均 行为 的 涨 落 不 感 兴趣 ， 因 此 对 式 8-274 
作 长 时 平均 ， 得 到 : 


站 要 
去 [ PCD gp i) =-+ [ned ++[ Zaw) -去 人 U0) 有 dt (8-275) 
对 于 无 限 长 的 时 间 间 隔 dt， 仍 然 有 : 
Se 
去 [ p(t) dp(t) = [e+ ] [pc + dt) -p(t)] 
= P+d) -P(O] = [2) (8-276) 
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而 方程 式 8-275 的 左边 为 零 : 
名 二 [ea =tm + a(S) 


=lim ED -EC0) =0 (8-277) 


mT 


这 里 的 动量 函数 被 认为 是 有 界 的 。 
式 8-275 右边 的 第 一 项 表示 摩擦 力 的 功率 。 定 义 平均 动量 p = QD pl Wu, 动量 的 
增 量 为 6p = p(+) - P, 于 是 摩擦 力 的 功率 可 以 写 为 : 


2 五 FEI 7 = 0 =—3 
上 [二 dt = 卫 严 = (P+) = LP + (8-278) 
t 壤 m m m 


式 8-275 右边 的 第 二 项 涉及 到 随机 力 做 的 功 ， 类 似 于 式 8-266 的 处 理 ， 对 于 无 限 长 时 
间 间 隔 dz， 有 : 


三 podmcn) = [2 + awe,) = [pci,) + Jawc) 


p(t )dW(t) + 全 


(8-279) 


由 于 dW(t) = W(t + dt) - W(t) ,dp(t) = p(t + dt) -p(t), 由 能 量 守恒 方程 式 8-271 
即 可 得 到 : 


+[ Dams) = nksT (8-280) 
式 8-275 右边 的 第 三 项 为 外 场 做 功 的 速率 。 由 式 8-270、 式 8-273、 得 到， 


1 [3 1 六 昌 I 
+| U0) Bd = 二 [ UD) dt + Th LE 


= 士 [ EV) d+ Le (8-281) 


将 方程 式 8-277、 式 8-278 、 式 8-280 、 式 8-281 代入 方程 式 8-275， 得 到 定 态 的 能 量 守 
恒 方程 : 


1 六 8 F- 了 了 Ep: 
-二 [BUo(x,) de(t) = EF + + 可 到 -ks7] (8-282) 


这 个 方程 是 普 适 的 ， 与 模型 的 细节 无 关 。 

8.6.2.3 整流 效率 的 驱动 

为 了 研究 和 解释 方程 式 8-282， 考 虑 闪烁 势 坏 轮 马达 。 如 前 所 述 ， 办 烁 势 可 以 表示 为 
Uo(x,t) = /A(t)V(x)。 相 应 的 分 离 函 数 为 : 
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An = te [0,t) 


0，te [tt +tr) 


A * e [oaD) (3:283) 
V(x) = 
EE -L), xe[aL,L) 

式 中 ,Ce) .V(x) 分 别 是 周期 为 1.。+ ty 4 的 周期 函数 。 

为 了 抓 住 系统 动力 学 的 一 般 特征 ， 可 以 对 势 函 数 U。(x,t) = (1)V(x) 中 所 体现 出 参 
数 的 各 种 值 进行 数值 计算 。 这 里 选取 的 典型 参数 为 : a = 0.1,4 = 6m,P = lt = ty = 
m/2。 轨道 (1) .p(1) 的 计算 是 基于 朗 之 万 方程 式 8-268 、 式 8-269。 为 方便 计 ， 系 数 均 考 
虑 为 9 = 7 = m = ks = 1。 每 一 条 轨道 采用 20000 个 时 间 间 隔 ， 重 复 100 次 ( 即 100 个 粒 
了 的 系统 平均 ) 。 粒 子 轨道 的 信息 可 以 得 到 方程 式 8-282 中 的 每 一 项 的 平均 。 数 值 计算 的 
结果 ， 得 到 下 述 结论 : 


(8-284) 


中 [到 -kr = (1.84 -1.00) 


方程 式 8-282 的 左边 用 Em 代表 ， 表 示 由 于 外 场 导 致 的 系统 (布朗 马达 ) 的 能 量 流 
(输入 的 能 量 流 ) 。Ewm 包含 了 克服 负载 做 功 的 部 分 (方程 右边 的 第 一 项 ) 、 克 服 摩擦 力 做 
功 的 部 分 (方程 右边 第 二 项 )、 与 热 浴 的 涨 落 耗 散 (方程 右边 的 第 三 项 )。 在 长 时 间隔 
中 ， 外 部 势 体现 出 了 N 个 周期 N TA(1。, + tw)。 这 些 周期 的 间隔 数 用 i 表示。 经 过 第 i 个 
时 间 间 隔 后 的 位 置 和 时 间 的 末端 坐标 值 表示 为 (*;,_,t-) 和 (x, ,ti,,)，, 这 里 的 下 标 + 、 
-分 别 表示 第 i 步 的 前 、 后 。 输 入 的 能 量 流 表示 为 : 


Bogs = FB LU st) -Uolxis tis)] (8-285) 


由 蒙特 卡 罗 方 法 ， 可 以 看 出 一 般 情 形 的 布朗 马达 沿 势能 曲线 向 下 到 势能 谷 点 ， 从 那里 
获得 能 量 。 式 8-282 右边 的 第 二 、 第 三 项 可 归纳 为 能 量 耗 散 被 释放 到 热 库 中 。 如 果 所 考虑 
的 是 过 阻尼 情形 而 非 式 8-268 的 有 惯性 项 的 朗 之 万 动力 学 ， 则 很 难 将 耗 散 能 划分 为 两 个 部 
分 。 这 正 是 朗 之 万 方法 的 一 个 优点 ， 正 是 这 个 优点 ， 使 得 我 们 将 耗 散 能 与 定向 输 运 联系 起 
来 。 这 样 ， 即 使 在 负载 =0 时 ， 布 朗 马 达 的 效率 仍 不 为 零 。 

基于 以 上 的 讨论 ， 自 然 得 到 布朗 马达 的 效率 (整流 效率 ) 新 的 定义 : 


n= £71278])|4 B00)| (8286) 
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这 里 的 克服 负载 力 所 做 的 功 和 克服 阻尼 做 定向 输 运 的 能 量 耗 散 均 被 看 做 整流 的 意义 。 由 整 
流 效率 的 讨论 ， 引 导出 了 一 个 相当 重要 的 问题 : 输入 能 量 是 怎样 被 利用 的 ? 有 多 少 能 量 被 
储存 在 系统 中 ? 这 是 目前 还 没有 解决 的 问题 。 


8.6.3 周期 驱动 布朗 马达 整流 效率 


8.6.3.1 基本 模型 
在 此 ， 使 用 随机 模型 ， 计 算出 周期 势 中 的 布朗 马达 的 整流 效率 。 在 此 ， 首 先 考虑 周期 
势 场 中 的 布朗 马达 模型 。 周 期 势 中 的 布朗 马达 可 以 用 朗 之 万 方程 描述 为 
mi + 人 = 一 多 (z) +Acos({h) + VInkeTE(t) (8-287) 
这 里 的 车 轮 势 选 为 周期 函数 V(x) = V(x + 了 上) , 势 垒 高 度 为 AV, 噪声 (1) 为 高 斯 白 品 
声 。 引 入 无 量 纲 变量 ,动力 学 方程 具有 单独 的 时 间 标 度 。 利 用 牛顿 运动 方程 和 二 力 平衡 条 
件 mL 如 = AV/L, 引入 特征 时 间 te。 于 是 得 到 标 度 变量 为 : 


2 = 至 ，1 = 而 (8-288) 
由 标 度 变 换 ， 得 到 无 量 纲 的 朗 之 万 方程 的 形式 为 : 
C+D = W(t) + acos(oi) + V2nDoE(i) (8-289) 


在 此 需要 说 明 几 点 : (1) 重新 标 度 的 摩擦 系数 旋 = (n/m) to 两 个 特征 时 间 标 度 之 比 
(一 个 是 m, 另 一 个 是 速度 自由 度 的 相关 时 间 标 度 即 mx = m/n ); (2) 标 度 势 4) = 
V(x)/AV 的 周期 为 1， 势 又 高 度 AV = 1; (3) 驱动 具有 重新 标 度 力 强度 a = 4L/AV, 其 重 
新 标 度 的 无 维度 角 频 率 为 w = Qm; (4) 重新 标 度 的 零 平均 高 斯 白 噪声 (4) 力 的 关联 函数 
为 : (&(D)&(5)〉= 8(i -5); 重新 标 度 后 的 噪声 强度 为 D。= ks7/AV。 

在 这 一 节 里 ， 为 方便 模拟 计算 ， 这 些 变量 均 采用 无 量 纲 标 度 ， 而 且 为 书写 方便 ， 顶 三 
角 号 均 省 略 。 对 于 反对 称 束 轮 势 V(x) = V(x + L) , 考虑 2 个 或 3 个 以 上 的 空间 谐振 子 组 
合 : 

V(x) = 内 [sin(2mx) + cisin(4mx) + casin(6mx) ] (8-290) 
式 中 , 内 是 归 一 化 的 势 急 最 大 高 度 ， 参 数 c, ,c* 表征 了 空间 的 反对 称 性 。 

8.6.3.2 涨 落 和 整流 的 估计 

在 此 ， 关 注 由 于 初始 条 件 和 传输 过 程 的 影响 效应 已 经 停止 后 的 反对 称 、 周 期 性 空间 。 
因而 ， 被 驱动 的 随机 过 程 *(1) 的 主要 统计 性 质 能 够 用 时 间 和 系统 的 统计 平均 来 描述 。 对 
于 给 定 的 量 /(x(1) ), 其 时 间 均 匀 的 统计 性 质 只 有 在 定 态 〈 输 运 停止 后 的 长 时 间 极限 ) 下 ， 
通过 驱动 的 时 间 周期 和 相应 的 系统 平均 后 得 到 。 在 此 渐进 区 域 ， 时 间 独 立 的 〈 单 时 间 ) 
量 可 通过 全 部 的 驱动 周期 和 噪声 的 双重 平均 而 得 到 ; 即 : 


WD = tm es)) as (8.291) 
上 式 中 的 尖 括 号 表示 对 所 有 真实 吧 声 的 平均 (系统 平均 )。 


最 主要 的 输 运 量 是 驱动 布朗 粒子 的 平均 定向 速度 () ,v = v(1) = zt) 是 一 个 随机 过 
程 。 尤 为 重要 的 是 速度 (v) 在 其 长 时 区 域 的 平均 值 (v) 附近 的 涨 落 ， 也 就 是 方差 : 
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0? = (7) - (0)? (8-292) 
布朗 马达 以 流量 (v) 运动 ， 该 流量 的 值 域 为 : 
v(t) e [(v) -0,,(v) +0,] (8-293) 


如 果 o, > 〈z), 甚至 o, > (z)》, 则 布朗 马达 可 能 有 时 会 沿 平均 速度 (v) 的 相反 方向 运动 。 

根据 布朗 马达 的 整流 效率 的 讨论 可 知 ， 有 偏 的 外 场 即使 不 存在 ， 由 于 惯性 项 的 保留 
导致 能 量 耗 散 不 为 零 ， 将 此 作为 布朗 马达 的 输出 ， 导 致 效率 也 可 不 为 零 。 根 据 目前 的 讨 
论 , 效率 可 视 为 耗 散 功率 mn(v)* (关联 到 定向 运动 马达 对 摩擦 力 的 克服 与 输入 功率 (来 
源 于 时 间 周 期 率 ) 之 比 。 以 下 推导 效率 的 表达 式 。 

在 效率 定义 式 8-238 中 ,分母 P; 输入 系统 能 量 的 速率 。 而 表示 布朗 马达 做 功 的 分 子 4 
还 没有 完全 一 致 的 解释 。 如 果 把 4 看 做 是 布朗 马达 在 流体 中 运动 时 做 功 的 速率 ， 那 么 由 
于 4 ~ 《ww), 对 应 的 效率 m, 将 难以 测量 。 因 为 即使 马达 的 输 运 没有 发 生 ((w》= 0) , 4 也 
是 很 大 的 和 量 〈 因 为 耗 散 的 存在 ) 。 输 运 效率 的 更 恰当 的 信息 应 该 从 4 ~〈v) 的 关系 得 到 。 
基于 4 ~《〈") 的 思想 ， 输 出 功率 用 平均 摩擦 力 乘 以 平均 速率 (mv) (v) 表示 。 从 方程 式 8- 
289 出 发 ， 有 : 


dx = vdt (8-294) 
dv =- [mw + V(x,t) Jdt + VinDsdw(t) (8-295) 
这 里 周期 势 采用 W(x,t) = V(x) -axcos(wt), W(t) 是 维 纳 (Wiener) 过 程 [W(t) = 
0,W(t)) = 4]。 
将 系统 和 时 间 平 均 的 重新 标 度 的 动能 表示 为 6(v) = /2,v = v(t)。 将 G(v) 进行 伊 
腾 微 分 运算 ,得 到 : 
d(v/2) =— [mo + vo (x,t) - nDo]dt + V2nDo vaw(t) (8-296) 


动能 变化 率 的 系统 平均 (也 就 是 所 有 实际 维 纳 过 程 的 平均 ， 这 里 的 系统 平均 用 开口 
括号 [。”] 表 示 ) 结果 为 : 


[EE] = - Ente + [or(o] - [aaeos(op - nD]] (8.297) 


这 里 对 保持 有 维 纳 过 程 的 部 分 我 们 直接 采用 了 伊 膝 算 符 的 性 质 。 接 着 像 式 8-291 一 样 
对 所 有 的 时 间 周 期 求 平均 ， 于 是 得 到 : 


(Er) = [ed+r2mwo)] - [7()] =0 (8-298) 
同样 的 ， 外 场 的 贡献 为 : 
Coy"(x)) = [Y[x(t+2mw)]] - [YIxz(O)]] (8-299) 
最 后 得 到 : 
-nl(v’)-D]+P,=0 (8-300) 


这 里 的 组 合 平均 P, = 《v(t)acos(wt)〉 是 单位 时 间 内 输入 系统 能 量 。 由 式 8-238 、 式 
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8-300 ,我 们 得 到 布朗 马达 效率 的 表达 式 为 : 


二 
T+ oD TP -Dl (300) 


由 上 式 可 以 看 出 ， 随 着 速度 涨 落 方差 ex: 的 减少 ,布朗 马达 效率 却 增加 。 这 正 是 人 们 
所 期 望 的 : 在 很 大 的 定向 平均 流 区 域 ， 布 朗 马 达 的 输 运 能 被 最 优化 ， 本 质 上 仅 表 现 有 一 些 
小 的 涨 落 。 然 而 ， 数 值 模拟 却 揭示 了 涨 落 的 作用 效果 大 于 扩散 的 效果 (vw)》>  。 
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9 Matlab 基础 


Matlab 是 美国 Mathworks 公司 开发 的 新 一 代 科学 计算 软件 ; Matlab 是 英文 Matrix Labo- 
ratory (和 矩阵 实验 室 ) 的 缩写 ; Matlab 是 一 个 专门 为 科学 计算 而 设计 的 可 视 化 计算 器 。 利 
用 这 个 计算 器 中 的 简单 命令 ， 能 快速 完成 其 他 高 级 语言 只 有 通过 复杂 编程 才能 实现 的 数值 
计算 和 图 形 显示 。Matlab 将 源 程序 的 编写 、 编 译 、 链 接 融 为 一 体 ， 用 一 条 指令 来 代替 ,使 
用 起 来 十 分 简便 、 快 捷 。 

Matlab 具有 符号 运算 功能 ， 因 此 Matlab 语言 可 以 用 直观 的 数学 表达 式 来 找 述 问题 ， 
从 而 避免 烦琐 的 底层 编程 ， 因 此 可 以 大 大 提高 工作 效率 。 利 用 Matlab 能 够 轻松 完成 复杂 
的 数值 计算 、 数 据 分 析 、 符 号 计算 、 数 据 可 视 化 等 功能 。 尤 其 在 蒙特 卡 罗 数 值 模拟 方法 
中 ， 能 将 模拟 结果 直接 地 用 图 形 表 示 出 来 。 当 然 ，Matlab 也 会 带 来 计算 机 运算 时 间 较 长 、 
占用 内 存 过 多 的 缺点 ， 但 是 在 当今 的 计算 机 技术 高 度 发 达 的 时 代 ， 这 已 经 不 是 主要 的 矛 
盾 。Matlab 现在 的 最 新 版 本 是 Matlab 7. 0。 


9.1 Matiab 应 用 的 环境 
9.1.1 Matlab 的 安装 


Matlab 对 计算 机 硬件 的 要 求 ， 在 现代 技术 条 件 下 十 分 容易 满足 。 对 CPU， 只 要 求 Intel 
奔腾 肚 及 以 上 系列 ， 或 者 AMD Athlon (/XP) 以 上 版 本 。 内 存 128M 以 上 。 显 卡 为 支持 256 
色 的 8 位 显卡 ， 或 者 是 能 支持 OpenGL 的 16 位 以 上 显卡 。Matlab 安装 所 占用 的 空间 在 1. 5G 
左右 ， 因 此 对 于 硬盘 的 容量 很 容易 满足 。 对 于 光盘 安装 的 用 户 ， 还 需要 配置 普通 光驱 。 

Matlab 6. 0 以 上 的 版 本 均 可 在 计算 机 操作 系统 平台 上 安装 运行 。 例 如 在 PC 机 上 常用 
的 LINUX 、MS-Win95 以 上 的 操作 系统 都 可 以 安装 。 另 外 ， 为 便于 阅读 用 户 手 册 ， 最 好 要 
配置 阅读 器 Adobe Acrobat Rader。 

对 于 光驱 安装 的 用 户 ， 直 接 根据 安装 提示 即 可 进行 正常 安装 。 


9.1.2 ”Matlab 的 操作 桌面 简介 


Matlab 安装 完毕 后 ， 在 操作 系统 桌面 上 会 自动 生成 Matlab 系统 图 标 。 用 鼠标 左 键 双 
击 该 图 标 ， 即 可 打开 并 进入 Matlab 操作 界面 。Matlab 操作 界面 如 图 9-1 所 示 。Matlab 操作 
界面 包含 有 以 下 几 种 工具 窗口 。 

数组 编辑 器 : 查看 表格 形式 的 数组 内 容 并 编辑 数组 的 值 ; 此 窗口 位 于 Workspace 中 ; 

命令 窗口 (Command Windows) : 运行 Matlab 函数 及 执行 各 种 命令 ; 包含 在 Deskstop 
之 中 ; 

命令 历史 窗口 (Command History ) : 显示 命令 窗口 中 键入 的 命令 ， 可 以 从 该 窗口 中 复 
制 和 运行 命令 ; 包含 在 Deskstop 之 中 ; 
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图 9-1 Matlab 操作 界面 


当前 路 径 浏览 器 ( Current Directory) : 查看 文件 ， 进 行 打开 、 查 找 、 管 理 文件 ; 包含 
在 Deskstop 之 中 ; 

编辑 器 /调试 器 ( Debug) : 创建 、 编 辑 、 调 试 M 文件 (包括 Matlab 函数 的 文件 ) ; 

图 形 窗口 : 创建 、 修 改 、 查 看 、 打 印 Matlab 图 形 ; 

帮助 浏览 器 〈 Help) : 查看 和 搜索 所 有 Math Works 产品 的 文档 ; 

Profile 窗口 (代码 剖析 器 ) : 用 图 形 界面 改进 M 文件 的 运行 ; 包含 在 Deskstop 之 中 ; 

启动 按钮 (Start) : 运行 工具 和 获取 所 有 Math Works 产品 的 文档 ， 并 创建 和 使 用 Mat- 
lab 快捷 方式 ; 

Web 浏览 器 : 查看 HTML 和 与 Matlab 相关 的 信息 ; 包含 在 启动 按钮 之 中 ， 单 击 Start 
即 可 看 到 ; 

工作 空间 浏览 器 (Workspace) : 查看 和 改变 工作 空间 中 的 内 容 ， 由 一 系列 变量 组 成 ; 
单 击 Deskstop 即 可 看 到 ， 然 后 再 单 击 所 选中 菜单 即 可 显示 。 

以 上 的 这 些 模块 包含 了 Matlab 的 绝 大 部 分 功能 。 


9.2 Matlab 基础 


9.2.1 命令 窗 操作 初步 


命令 窗 操作 是 Matlab 最 基本 和 最 重要 的 使 用 方式 之 一 。Matlab 中 的 绝 大 部 分 交互 界 
面 和 菜单 项 都 有 对 应 的 命令 窗 函数 。 通 常情 况 下 ，Matlab 启动 后 即 进入 命令 操作 状态 ， 等 
待 用 户 在 命令 窗 中 输入 命令 。 用 户 每 在 命令 窗 中 输入 一 行 语句 并 按 回 车 键 后 ，Matlab 会 立 
即 执行 并 显示 运算 结果 。 对 于 简单 的 单行 命令 ， 可 以 使 用 此 方法 ; 但 是 对 于 多 行 的 复杂 问 
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题 时 ， 则 必须 使 用 编写 M 脚本 文件 的 方法 来 解决 。 

在 Matlab 环境 中 ， 如 果 不 特别 指明 存放 路 径 ，Matlab 总 是 默认 将 数据 或 文件 存放 在 
当前 目录 。 因 此 ， 在 开始 工作 时 ， 最 好 将 用 户 目录 设置 成 当前 目录 。 例 如 ， 用 ! md userdir 
或 mkdir (“userdir" ) 命令 建立 userdir 目录 ， 用 cd userdir 命令 将 userdir 设置 成 当前 工作 
目录 。 使 用 这 种 方法 设置 的 当前 目录 ， 仅 在 目前 已 经 启动 的 Matlab 环境 有 效 ; 一 旦 Mat- 
lab 重新 启动 ， 该 设置 即 无 效 。 若 要 该 设置 永久 有 效 ， 可 编辑 一 个 名 为 startup. m 的 M 文 
件 (Matlab 文件 ) ， 该 文件 包含 有 “ed userdir” 的 语句 ， 并 将 该 文件 存放 在 Matlab 的 搜索 
路 径 上 。Matlab 默认 的 工作 目录 是 “ $Matlabroot \work”。 

Matlab 把 所 有 的 函数 以 文件 形式 存放 在 一 组 结构 严谨 的 目录 上 。 用 户 在 命令 窗 中 输入 
命令 后 ，Matlab 会 沿 着 搜索 路 径 ( 搜索 路 径 也 被 称 为 Matlab 路 径 ， 默 认 所 有 安装 的 Mat- 
lab 组 件 都 包含 在 搜索 路 径 中 ) 顺序 查找 该 命令 对 应 的 文件 ， 凡 不 在 搜索 路 径 上 的 文件 不 
可 能 被 搜索 到 。 因 此 任何 要 运行 的 用 户 文件 也 必须 在 搜索 路 径 上 或 在 当前 目录 中 ， 除 非 调 
用 时 包含 完整 路 径 。 

将 userdir 目录 加 入 到 搜索 路 径 尾 部 的 方法 为 : path (path，“userdir" ) 或 addpath 
userdir-end。 而 将 userdir 目录 加 入 到 搜索 路 径 头 部 的 方法 为 ， path ( “userdir" ，path) 或 
addpath userdir-begin。 另 外 也 可 用 pathtool 命令 打开 设置 搜索 路 径 对 话 框 进行 操作 。 如 图 
9-2 所 示 。 


图 9-2 搜索 路 径 设置 操作 界面 


Matlab 搜索 路 径 保存 在 $ Matlabroot \toolbox \lock \pathdef m 文件 中 〈 $ Matlabroot 代表 
Matlab 的 安装 目录 。 对 于 命令 窗 中 输入 的 合法 名 字 ，Matlab 按 如 下 顺序 搜索 以 确定 该 名 字 
的 含义 : 工作 内 存 中 的 变量 ; 内 部 函数 ; 当前 目录 下 的 可 执行 文件 ; 位 于 搜索 路 径 上 的 可 
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执行 文件 。 搜 索 路 径 的 顺序 很 重要 ， 若 搜索 路 径 上 存在 多 个 同名 函数 时 ，Matlab 只 会 执行 
第 一 个 被 找到 的 函数 。 一 般 来 说 ， 子 目录 不 会 因为 其 直接 父 目录 在 搜索 路 径 上 而 自动 加 入 
搜索 路 径 ， 但 是 类 目录 (其 名 字 以 @ 起头) 和 私有 目录 (名 为 private) 例外 。 若 需要 把 
子 目 录 加 入 到 搜索 路 径 时 ， 不 能 直接 加 入 ， 而 只 能 通过 加 入 其 直接 父 目录 来 实现 。 

帮助 窗口 的 在 线 系统 非常 完善 ， 十 分 有 用 而 且 使 用 方便 。 最 基本 的 帮助 窗口 的 使 用 命 
令 是 help。help 命令 即 可 以 在 命令 窗口 中 直接 键 人 ， 也 可 以 从 菜单 工具 栏 中 的 help 中 激 
活 。 当 然 ， 对 于 具体 的 帮助 要 求 ， 也 可 以 在 命令 窗口 中 键 人 help x x x ， 这 里 的 x x x 表 


示 需 要 在 线 帮助 的 命令 或 函数 。 
表 9-1 列 出 了 Matlab 常用 的 一 些 基 本 命令 和 符号 。 
表 9-1 
管 理 命令 
序号 命 令 | 说 明 
1 matlabroot 返回 matlab 安装 的 根 目录 
2 docroot 返回 或 设置 matlab 帮助 文档 的 根 目录 
3 version 查看 matlab 的 版 本 号 
FE ver 查看 matlab 及 其 安装 组 件 的 版 本 号 
5 exist 检查 指定 名 字 的 变量 、 对 象 或 函数 文件 是 否 存在 
6 path 设置 或 显示 当前 搜索 路 径 
7 上 xx 运行 windows 操作 系统 中 的 可 执行 程序 x x x 
8 ctrl + eyetri + break | 终止 正在 运行 的 程序 
9 quit/exit 退出 matlab 
10 help fileformat 查看 matlab 支持 的 外 部 文件 类 型 
mr who/ whos 列 出 工作 内 存 中 的 变量 或 全 局 变量 
12 who/ whose global 列 出 所 有 的 全 局 变 重 
13 inmen 列 出 驻 留 内 存 中 的 函数 
14 clear/clear all 清除 工作 空间 中 的 变量 和 函数 
15 clear functions 清除 内 存 空间 的 函数 
16 Pack 整理 内 存 碎片 
17 ndims ( ) 返回 变量 的 维 数 
18 size ( ) 返回 变量 各 个 维 的 大 小 〈 行 、 列 数 ) ， 即 矩阵 的 阶 
19 length (_ ) | 来 数组 或 矢量 的 最 大 维 数 ( 行 、 列 的 最 大 维 数 ) ， 或 数组 长 度 
20 class ( ) 返回 变量 的 类 型 
21 tic/toe 启动 /终止 计时 器 
22 flops 累计 浮 点 的 运算 次 数 
窗口 操作 命令 
23 workspace 打开 工作 空间 浏览 器 
24 openvar x x x 在 数组 编辑 器 中 打开 工作 空间 变量 x x x 
25 Pathtool 打开 搜索 路 径 设置 对 话 框 
26 edit 打开 文件 编辑 调试 器 
27 figure 新 建 一 个 图 形 窗口 并 打开 
28 ed | 改建 或 显示 当前 目录 


.251 . 


续 表 9-1 


窗口 操作 命令 
序号 命 令 说 明 
29 mkdir/rmdir 创建 /删除 目录 
30 dir 列 出 指定 目录 (默认 为 当前 目录 ) 上 的 所 有 文件 
31 what 列 出 指定 目录 (默认 为 当前 目录 ) 上 的 m 文 件 
32 copyfile/ movefile 复制 /移动 ( 重 命名 ) 文件 或 目录 (支持 通配符 ) 
33 delet 删除 文件 
34 which 返回 文件 或 函数 的 完整 路 径 
编辑 命令 
35 cle/home 命令 清 屏 (不 影响 工作 空间 ) 
% | more 选择 输出 是 否 按 页 显示 ， 或 指定 命令 窗 中 每 屏 显示 的 行 数 
37 format 指定 输出 数据 的 显示 格式 不 影响 运算 ) 
38 digits 设置 maple 中 数值 运算 的 精度 
39 type/ dbtype 在 命令 窗 中 显示 文件 的 内 容 ( 带 行 号 ) 
40 save/load 保存 /加 载 工作 空间 变量 
41 diary 设置 是 否 将 命令 窗 中 回 显 的 内 容 ( 包括 用 户 输入 ) 存 为 文件 
42 Print-dmeta 复制 当前 图 形 到 剪贴 板 
43 1 光标 在 命令 窗 中 回 到 前 一 个 输入 行 
44 上 光标 在 命令 窗 中 进入 下 一 个 输入 行 
45 一 光标 在 命令 窗 中 前 进 ( 向 右 ) 一 个 字符 
46 二 光标 在 命令 窗 中 后 退 〈 向 左 ) 一 个 字符 
47 etd + 一 光标 前 进 一 个 字 (向 右 ) 
48 cto 光标 后 进 一 个 字 (向 左 ) 
49 home 光标 到 行 首 
50 end 光标 到 行 尾 
51 ctrl + home 光标 到 窗口 顶端 
2 ctrl +end 光标 到 窗口 尾 端 
53 exc 清除 命令 行 
54 delet 删除 光标 后 的 一 个 字符 
55 backspace 删除 光标 前 的 一 个 字符 
56 shift + home 高 亮 选中 命令 行 
57 shift + end 从 光标 处 高 亮 选中 到 当前 命令 行 
58 tab 相应 函数 搜索 〈 根 据 输 入 字母 列 出 相应 函数 ) 
调 试 命 令 
59 dbstatus 列 出 断 点 
60 dbstop in fn at n 在 文件 徊 的 第 n 行 设置 断 点 
61 dbclear 清除 断 点 
62 dbquit 退出 调试 模式 
特殊 变量 和 常用 符号 
六 Do 对 于 没有 赋值 的 变量 的 表达 式 ，matlab 自动 将 最 新 结果 保存 
在 该 变量 中 
64 realmin 最 小 正 浮 点 数 ,2 中 
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特殊 变量 和 常用 符号 


说 明 


最 大 评点 数 ，(2 - e)” ，e 为 任意 小 值 


浮 点 相对 精度 ，= =2 - 


国 周 率 3. 14159265… 


虚数 单位 /一 


无 穷 大 ( > realmax) ,或 1/0 


空 值 (7.0 版 )， 非 数 (0/0， w/w ,0 x%m), 包含 nan 的 
任何 运算 ， 其 结果 均 为 an (6. 5 版) 


最 大 命名 长 度 〈 命 名 必须 以 字母 开头 ， 可 包含 字母 、 下 面 
线 、 数 字 ) 


返回 matlab 的 关键 字 〈 关 键 字 不 能 挪 作 他 用 ， 例 如 if) 


返回 最 后 一 次 错误 信息 


返回 最 后 一 次 警告 信息 


常用 算术 运算 符号 、 常 用 标识 符 


矩阵 加 ， 数 组 加 相同 


碱 ， 矩 阵 和 数组 相同 


矩阵 乘 ; 数组 运算 则 为 .* 


矩阵 右 除 ， 数 组 右 除 则 为 ./ 


和 矩阵 左 除 ;数组 左 除 则 为 .\ 


矩阵 乔 ; 数组 徘 则 为 .“ 


矩阵 和 数组 的 复数 共 纯 转 置 


指定 计算 顺序 ， 函 数 指令 的 输入 列表 


| 


数组 元 素 分 隔 符 ; 变量 分 隔 符 


数组 元 素 分 陋 符 ; 变量 分 隔 符 ; 显示 计算 结果 指令 


矩阵 行 间 分 隔 符 ; 不 显示 计算 结果 分 隔 符 


用 于 和 矩阵 元 素 的 存 取 


字符 申 标记 符 


输入 矩阵 元 素 列表 


使 其 下 一 行 的 指令 是 其 所 在 行 的 继续 


常 用 


函数 符号 


正 总 


余弦 


正切 


余 切 


正 割 


余 割 


反正 弦 


反 余弦 


反正 切 


反 余 切 


“253. 


续 表 9-1 


常用 西数 符号 
T 


命 令 

oe asec ( ) 反正 割 

102 acsc ( ) 反 余 割 

103 sqt( ) 开平 方 根 

104 emp ( ) 以 e 为 底 的 指数 函数 
105 | Ie( ) 自然 对 数 

106 log2 ( ) 以 2 为 底 的 对 数 
107 logl0 ( ) 以 10 为 底 的 对 数 
108 pow2( ) 2 的 等 乘 

109 sinh ( )》 双 曲 正弦 

110 cosh( ) 双 曲 余弦 

111 tanh ( ) 双 曲 正切 

112 coth( ) | _ 双 曲 余 切 

113 sech( ) 双 曲 正 割 

114 csch( ) 人 

5 asinh (。 ) 反 双 曲 正 ; 

全 acosh ( ) | 反 双生 余弦 

117 atanh ( ) 反 双 曲 正切 

118 acoth( ) 反 双 曲 余 切 

119 asech( ) 反 双 曲 正 割 

120 acsch ( ) 反 双 曲 余 割 

121 abs( ) 取 绝对 值 

wm | angle( ) 求 复数 的 辐 角 
123 mal( ) 求 复数 的 实 部 
124 imag (_ ) 求 复数 的 虚 部 
125 conj( ) 求 共 纯 复数 

126 | fix( ) 去 掉 小 数 取 整 
127 floor( ) 向 负 无 穷 方向 取 整 
128 ceil( ) 向 正 无 穷 方向 取 整 
129 mund( ) 四 含 五 人 取 整 
130 rem( ) 求 余数 

131 mod( ) 模 除 求 余数 

132 sin( ) 符合 函数 

133 max( ) 取 最 大 值 

134 min( ) 取 最 小 值 

135 mean( ) 求 平均 值 

136 median ( ) 求 中 位 数 

137 sd( ) 求 标准 差 

138 sum( ) 求 元 素 和 

139 pmd( ) 求 元 素 积 

140 cumsum ( _) 元 素 累 积 求 和 


续 表 9-1 


常用 函数 符号 
序 号 命令 说 明 
141 golden ratio 黄金 分 割 ~1. 61803 
142 solve ( ) 求解 方程 
143 integrate ( ) 求 积分 
144 ft ) 数据 函数 拟 合 
145 reduce ( ) 化 简 方 程 
基本 作 图 函数 
146 plot (7) T 以 向 量 的 下 标 为 横 坐 标 ，y 为 纵 坐标 绘图 
147 plot (t, y) 以 向 量 ! 为 横 坐 标 ，y 为 纵 坐 标 绘图 
148 | plot (U1, y1, 2, 1, 8, 73, 以 向 量 对 (ti，7i) 分 别 为 横 、 纵 坐标 绘 多 个 图 
149 | Pet， mcatk ea ， | 用 特定 线形 、 标 记 、 戎 色 给 图， 同时 设 定 对 象 性 
‘linewidth’ ,2,* markersize’ ,5 ,~ 

150 plot (_ ); hold on; plot ( ) | 在 同一 坐标 中 绘 多 个 图 
151 plot (y) 以 实 矩 阵 y 的 行 下 标 为 模 坐 标 ， 所 有 列 向 量 为 纵 坐 标 绘图 
152 plot (t, y) 以 向 量 + 为 横 坐 标 ， 实 矩阵 的 所 有 列 向 量 为 纵 坐 标 绘图 
153 PloB (x, y, z) 以 同 维 向 量 
154 plot (x, y, z) 分 别 以 同 维 矩 阵 X，Y，2Z 的 对 应 列 作 三 维 图 
155 subplot (2, 3, 1) 多 窗口 绘图 ， 并 选 定 作 图 位 置 
156 | id on/off 在 图 形 中 显示 / 隐 基 坐标 网 格 
a ray level 灰 度 
158 disk 实心 圆 盘 

基本 统计 函数 、 命 令 
159 bino 或 binomial 二 项 式 分 布 
160 hyge 或 hypergeometric 超 几 何 分 布 
161 nbin 或 negative binomial 。 | 负 二 项 分 布 
162 geo 或 geometric 几何 分 布 
163 poiss 或 poisson 泊 松 分 布 
164 unid 或 discrete uniform 离散 均匀 分 布 
165 beta 8B 分布 
166 F F 分 布 
167 chi2 或 chisquare 站 分布 
168 Bam 或 gamma 了 分 布 
169 T 或 ! T 了 分布 
170 norm 或 normal 正 态 分 布 
171 ra 或 rayleigh 瑞 利 分 布 
172 exp 或 exponential 指数 分 布 
173 nef 或 noncentral f 非 中 心 f 分 布 
174 nex2 或 noncentral chi-square 非 中 心 吧 
175 logn; lognormal 对 数 分 布 
176 nct;_noncentral t 非 中 心 t 分 布 
177 unif; uniform 均匀 分 布 
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基本 统计 函数 、 命 令 
序 号 命 令 说 明 
178 weib; weibull 威 布尔 分 布 
179 random ( ) 产生 指定 分 布 的 随机 数 
180 randn( ) 产生 均匀 分 布 的 随机 数 ， 在 区 间 (0, 1) 上 
181 分 布 函数 名 +md ( ) 在 区 间 (0，1) 上 产生 指定 分 布 的 随机 数 
eA 计算 概率 密度 汪 束 值 ，name 是 分 布 函数 各，A 为 参数" 下 
ey 确定 变量 值 
183 “简略 分 布 函数 名 ” + pdf 计算 指定 函数 的 概率 密度 
184 edf (‘name , k, A) 计算 指定 分 布 函数 的 分 布 函数 值 ，k 是 随机 变量 ，A 为 参数 
185 “简略 分 布 函数 名 ， + edf | 计算 指定 分 布 函数 的 值 
186 icdf ( “name’, p, A) 计算 逆 分 布 函 数值 ， 以 A 为 参数 的 概率 为 p 的 临界 值 
逐 辑 运算 符号 
187 == 相等 
188 ~ = 不 等 
189 < 小 于 
190 > 大 于 
191 <= 小 于 等 于 
192 >= | 大 于 等 于 
193 人 或 and (&&) 逻辑 与 
194 1 或 者 or (!) 逻辑 或 
195 | ~ 或 not (1) 逻辑 非 
甜 阵 的 基本 操作 、 运 算 
196 ones ( ) 创建 所 有 元 素 均 为 1 的 矩阵 
197 zeros ( ) 创建 0 矩阵 
198 eye( ) 创建 对 角 元 素 均 为 1， 其 他 元 素 为 0 的 矩阵 
199 accumarray ( ) 将 输入 矩阵 的 元 素 分 配 到 输出 矩阵 中 的 指定 位 置 
200 ding ( ) | 根据 向 量 创建 对 角 答 阵 
201 magic (_) 创建 魔方 矩阵 (其 中 行 、 列 、 对 角 对 应 的 元 素 之 和 相等 ) 
202 rand( ) 创建 矩阵 或 数组 ， 元 素 为 均匀 分 布 的 随机 数 
203 randn ( ) 创建 元 案 服从 正 态 分 布 的 随机 矩阵 或 数组 
204 randperm ( ) 创建 一 个 向 量 〈1 xn) 矩阵 
205 reshape (_) 重 逆 矩阵 
206 rt90 旋转 矩阵 90 度 
207 fipr( ) 沿 季 直 轴 翻 转 矩 阵 
208 Mipud (_ ) 油水 平 轴 翻 转 矩 阵 
209 flipdim (_ ) 沿 指定 方向 翻转 矩阵 
210 transpose (_) 沿 主 对 角 线 翻转 矩阵 
211 ctranspose ( _) 转 置 矩阵 
212 hilb ( ) 
213 tiu( ) 
214 til( ) | 创造 下 三 ; 
215 det( ) 计算 方 阵 的 行列 式 
216 eig( ) 计算 方 阵 的 特征 值 
217 imv( ) 求 方 阵 的 逆 
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和 矩阵 的 基本 操作 、 运 算 


序 号 命 令 说 明 
218 rank( ) 计算 矩阵 的 秩 

219 tace ( ) 计算 矩阵 的 迹 

220 nom( ) 计算 矩阵 范 数 或 模 

221 orh( ) 求 可 将 矩阵 化 为 对 角 阵 的 正 交 和 矩阵 
222 poy ( ) 和 矩阵 的 特征 多 项 式 

223 


注 : 以 上 的 函数 名 和 符号 是 在 英文 输入 状态 下 的 符号 。 


9.3 ”Matlab 的 数值 计算 
9.3.1 矩阵 和 数组 


如 果 要 将 工作 空间 ( workspace) 的 数据 长 期 保留 ， 可 使 用 save 命令 将 其 保存 为 Mat 
文件 ， 然 后 用 load 命令 将 该 数据 重新 调 人 。 为 了 与 其 他 系统 相对 接 ， 也 可 将 数据 转换 为 
其 他 格式 的 文本 文件 保留 。 不 同 的 格式 使 用 扩展 名 加 以 区 别 ， 见 表 9-2。 


表 9-2 不 同 格式 文件 的 输入 、 输 出 


文件 类 型 扩展 名 输入 、 输 出 丙 数 
ao auread/auwrite 
i wave Wavread/ wavwrite 
视频 文件 -avi aviread/aviwrite 
图 像 文件 ~ bmp; .ico; . gif; .jpg; . tif; . png | imread/imwrite 
Mat 文 件 mat Load/oave 
Excel 文 件 ls sread 
lotus123 文件 wk wklread/ wkiwrite 
注 : 所 有 的 文件 名 及 符号 是 在 英文 状态 时 输入 。 
9.3.1.1 创建 数组 和 短 阵 


和 矩阵 和 数组 是 Matlab 中 十 分 有 用 ， 而 且 是 十 分 方便 的 数 的 存储 形式 。 在 matlab 中 创 
建 数值 矩阵 的 方法 很 多 ， 也 很 灵活 。 最 简单 的 办 法 是 直接 使 用 内 部 函数 生成 矩阵 。 一 下 通 


过 实例 说 明 矩 阵 的 创造 。 
直接 输入 法 创建 矩阵 : 
x=[1,2;3,4]; 


色 产 生 2 x2 矩阵 ,元素 为 1,2,3,4 


7=[13:6;12:-2:1] 扬 产生 2x6 和 矩阵 ,第 一 行 从 1 到 6, 间 隔 为 1; 第 二 行 从 12 到 1， 
间隔 为 -2, 得 到 和 矩阵 y 
多 在 [0,3] 上 产生 等 间隔 的 5 个 点 ,得 到 矢量 z; 

% 在 [10,10?] 上 按 对 数 等 间隔 取 5 个 点 ,得 到 矢量 F; 


z=linspace(0,3,5); 

F =logspace(0,3,5); 
a=12;b=[1aa22]; 
c=diag( -2,2); 
d=rand(3,5); 
e=randn(3,5); 


免 利 用 已 有 和 矩阵 构建 新 的 矩阵 ; 


多 创建 5 x5 对 角 和 矩阵 ,对 角 元 素 从 -2 到 2, 间 隔 为 1; 
名 创建 3 x6 均匀 分 布 的 随机 矩阵 ,元 素 取 值 区 域 为 [0,1]; 
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运行 后 ， 得 到 如 下 结果 : 
x = 

| 

3 


2 
4 
y= 
1 2 3 4 5 
12 10 8 6 4 
2 = 
0 0.7500 1. 5000 
得 
1.0e+003 * 
0. 0010 0. 0056 0.0316 
2 
1 12 144 2 
cu 
-2 0 0 0 0 
0 -1 0 0 0 
0 0 0 0 0 
0 0 0 1 0 
0 0 0 0 2 
d= 
0. 4103 0.3529 0. 1389 
0. 8936 0.8132 0.2028 
0.0579 0.0099 0. 1987 
e = 
0.1139 -0.0956 -1.3362 
1.0668 -0.8323 0.7143 
0.0593 0.2944 1.6236 


9.3.1.2 存储 矩阵 和 教 组 
a=magic (3); b=3, 4, 5; 
save myvar a b; 

clear; 

load myvar; 

who 

a, b; 

save myvar a b-ascii; 


clear 
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2. 2500 3. 0000 


0. 1778 1. 0000 


0. 6038 
0.2722 
0. 1988 


0.0153 
0.7468 
0. 4451 


—0.6918 
0. 8580 
1.2540 


一 1.5937 
-1.4410 
0.5711 


% 创 建 算 阵 ; 

将 矩阵 a,b 保存 为 二 进 制 格式 的 mat 文件 ; 
% 清 除 工 作 空 间 ; 

% 将 mat 文件 myvar 装 入 工作 空间 ; 

% 查 看 是 否 装载 成 功 ; 

% 列 出 所 装载 的 矩阵 ; 

% 将 a, b 保存 为 文本 格式 的 myvar 文件 ; 

% 清 空 工作 空间 ; 


load myvar-ascii; % 装 载 a,b 到 工作 空间 。 


通过 运算 可 知 ， 第 一 种 装载 成 功 ; 第 二 种 装载 出 错 ， 应 该 使 用 输入 向 导 中 的 文件 装 
载 。 

9.3.1.3 获取 短 阵 的 元 素 及 有 关 信息 

Matlab 中 获取 矩阵 元 素 的 方法 有 三 种 ， 分 别 是 全 下 标 方式 、 单 下 标 方式 、 逻 辑 下 标 方 
式 。 对 于 单个 元 素 的 获取 ， 可 采用 全 下 标 方式 和 单 下 标 方式 。 例 如 ， 当 采用 全 下 标 方式 
时 ， 对 于 4 阶 魔方 矩阵 a 的 元 素 a (2，4) ， 表 示 的 是 第 二 行 第 四 列 的 元 素 ， 行 号 于 前 ， 
列 号 于 后 。 


4 14 15 1 
y=a (2, 4) 
结果 为 : 
y =8 


对 于 单 下 标 方式 〈 线 性 索引 ) ， 需 要 注意 的 是 matlab 在 内 存 中 的 矩阵 元 素 的 排序 是 ， 
以 从 左 到 右 的 列 号 递增 和 从 上 到 下 行 号 递增 ， 按 列 序 来 进行 的 。 例 如 a 中 的 a (6) 元 素 
为 : 
x = a(6),x =11;x2 = (14),x2 = 14 


对 于 多 个 元 素 的 获取 ， 通 常 采用 逻辑 下 标 方式 。 在 此 使 用 冒号 表示 多 个 元 素 。 例 如 a 
(1: 4，3) 表示 矩阵 a 中 的 第 三 列 的 元 素 : 3 ”10 6 15。 相 应 的 列 操作 类 似 。 
利用 关键 词 end 表示 和 矩阵 某 维 的 最 后 一 个 元 素 。 例 如 a (1: 2: end) ， 其 运行 结果 为 ， 


ans = 
16 9 2 7 3 6 13 12 


表示 了 单 下 标 间 隔 为 2 的 所 有 元 素 
a (1: 2: end) = -10 
a = 
-10 -10 -10 -10 
入 11 10 8 
-10 -10 -10 -10 
4 14 15 1 


表示 了 将 a 中 ， 从 第 一 个 元 素 开始 ， 间 隔 为 2 的 所 有 元 素 置 为 - 10。 
9.3.2 利用 和 矩阵 运算 求解 线性 方程 组 


对 于 给 定 的 线性 方程 组 : 
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AX = B 
如 果 抵 阵 A 的 秩 等 于 矩阵 B 的 秩 rank (A) =rank (B) 时 ， 而 且 A 为 非 奇异 时 ， 上 
述 方程 组 有 唯一 解 : 
X = A-B 
例如 : 
A=[1234;4321;1324;4132]; B=[5 1;42;3 3;24]; 
>>X=inv(A)*B 
X= 
-1.8000 2. 4000 
1.8667 -1.2667 
3.8667 -3.2667 
-2. 1333 2.7333 
其 运算 的 误差 为 : 
>>norm (A*X-B) 


ans= 


7.4738e -015 
显然 误差 极 小 。 
也 可 以 使 用 符合 运算 工具 箱 求 精 确 解 : 
>> XI =inv(sym(A) ) * B 
Xl = 


[ -9/5, 12/5 ] 
[ 28/15, -19/15] 
[ 58/15, -49/15] 
[ -32/15, 41/15 ] 


当 和 矩阵 A、B 的 秩 不 相等 时 ， 可 使 用 求 化 零 算 阵 指令 null( ) 求 解 。 例 如 : A= [123 
4;2211;2468;4422];B=[1;3;2;4]; 
>>Z=null(sym( A)) 


Z= 

[ 1, 0] 
[ 0, 1] 
[ -7, -6 ] 
[5 


>>xl =sym(pinv(A) * B) 
xl = 
437/655 
344/655 
—14/655 
—107/655 
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于 是 方程 的 解析 解 为 : 


1 0 ] 『 437 /655 
0 1 | | 344 /655 
Xe] t+) 0655 
5 4 —107/655 


式 中 ，al 、a2 是 不 同 分 布 的 随机 数 。 
9.3.3 微分 的 数值 运算 


对 于 已 知 函数 的 一 阶 导 数 ， 可 调用 符号 运算 函数 dif( fun ,x) ; 而 高 阶 导数 的 求 导 则 为 
diff(foun,x,n) 。 例 如 : 

syms x;f =sin(x)/(x2 +4*x+3) ;fl =diff(f) 

fl =cos(x)/(x2+4*x+3) -sin(x)/(x2+4*x+3)2* (2*x+4) 


相应 得 到 四 阶 导数 为 ; 4=diff (f, x, 4) 

位 

=sin(x)/(x2 +4*x+3) +4*cos(x)/(x2+4*x+3)2* (2#x+4) -12*sin(x)/(x2+ 
4 4X3) BR 24X44) D+12 «sin(x)/(xX2+4#x4+3) 2 —24*#cos(x)/(x2+4*x+3)4* (2 
#44) 3 +48 #cos(x)/ (XZ+4 4x+3) 3 (2 4x+4) +24#sin(x)/ (XZ+4 uxX+3)5# (24x 
+4)4 -7T2 xsin(x)/ (XZ+4 4x+3)4* (2 ux+4) 2 +24 #5in(x)/ (Xx2 +4*x+3)3 

化 简 后 得 到 :t = collect(simple({4) ,sin(x) ) 

t = 

(XB +16 wx +72 #x°6 -32 #x°5 一 1094 * x°4 -3120 * x°3 -3120 * x°2 +192 *x 十 
1581)/(x2 +4*x+3)55*sin(x) +(8*cos(x) *#x7+112*cos(x) wx"6+552* cos(x) * 
XS +1040 # cos(x) + x°4 -296 * cos(x) * x3 -4080 * cos(x) * x"2 -5640 * cos(x) *x— 
2448 * cos(x) )/(x2 +4*#x+3)°5 


对 于 已 知 多 元 函数 的 偏 导数 ， 可 以 使 用 分 步 求 导 的 求 导 函数 :dif( diff(fun,x,m) ,y， 
n) ;或 者 dif(dif(fun,y,n) ,x,m) 。 例 如 : 对 于 二 元 函数 z=f(x,y) ， 其 一 阶 偏 导数 的 求解 
为 : 
>> syms x y; 
>>z=(x2-2*x) *exp( -x2-y2-x*y); 
>> zx =simple( diff(z,x)) 
zx = exp( —x2 -yD XEY) 242 + Ty 
>> zy =simple( diff(z,y)) 
zy = —x*(x-2)*(2*y+x) *exp( ~-x2—-y2—-x*y) 
如 果 有 已 知 隐 含 数 f(x, ,x,,… ,x,) = 0 , 则 由 隐 含 数 的 偏 导数 可 以 得 到 自 变量 之 间 的 
Ox; 


偏 导数 。 函 数 命令 的 指令 形式 为 : F = 了 =-dif(5)《dif(fx) 。 例 如 : 
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syms x y; 
>>f{f=(x2-2*x)*exp( -x2—-y2-x*y); 

> > F= -simple( diff(f,x)/diff(f,y)) 

F =-(-2*x+2+2 4x3+x2 4y -44x2 -2 xsy)/x/ (x-2)/(2*y+x) 


9.3.4 积分 的 数值 运算 


9.3.4.1 不 定 积分 的 运算 

对 于 已 知 函 数 的 不 定 积分 ，matlab 符号 运算 工具 箱 提供 了 int( ) 函数 ， 可 以 直接 用 来 
计算 符号 函数 的 不 定 积分 。 该 函数 的 调用 格式 为 : F = int( fun,x) 。 对 于 单 变量 函数 ， 可 
以 省 略 变量 符号 ， 多 变量 则 需要 注 明 所 进行 积分 的 变量 。 例 如 : 

syms x yi 

f=(x2 -2*x) *exp( -x2—y2 -x*y); 

>>F=int(f,xz) ; 。”% 对 函数 中 的 x 变量 进行 积分 

F= 

~1/2*x*exp( —x2—y2—x#y) -1/2*y*( -1/2*exp( -x2—y2-x*y) -1/4 
*y 站 pi*(1/2) * exp( -3/4*y2) #er(x+1/2*y)) +1/4* pi(1/2) * exp( -3/4 *y2) 
*erf(x+1/2*y) texp( ~x2—y2—x#y) +1/2#y*pi(1/2) # exp( -3/4*y°2) * erf 
(x+1/2*y) 


又 例如 : 对 于 单 变量 函数 f(x) = -isin(zx) 一 分别 求 其 微 、 积 分 。 


x +4x+3 
Syms xi 
>>f=sin(x)/(x2+4*x+3); 
>>yi=int(f); 
>> yd = diff(f) ; 
yi =1/2*sinint(x+1) *cos(1) -1/2 * cosint(x+1) *sin(1) —1/2*sinint(x+3)* 
cos(3) +1/2*cosint(x +3) * sin(3) 
yd =cos(x)/(x2+4*x+3) -sin(x)/(x2 +4*x+3)"2* (2*x+4) 
9.3.4.2 定 积分 的 计算 
对 于 定 积分 ， 仍 然 可 以 使 用 int( ) 函数 计算 。 具 体 的 调用 格式 为 F = int( fan,x,a,b) ， 
这 里 (a,b) 表 示 积 分 区 间 ， 对 于 无 穷 积分 ， 则 对 应 ( - inf,inf) 。 如 果 得 出 的 结果 不 是 确切 
的 值 ， 还 可 以 用 vpa(F,n) 函数 得 出 定 积分 的 解 〈 此 为 近似 计算 函数 ) ， 参 数 n 表示 计算 结 
果 所 取 的 数值 的 位 数 。 例 如 高 斯 函数 在 (0,1. 5) 区 间 的 积分 值 : 
syms Xi 
>>f=exp( -x2/2); 
>>y1 =int(f,x,0,1.5); 
>>y]1 
yl =1/2 *er(3/4*2°(1/2)) *2°(1/2) * pi*(1/2) 
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>>7i=vpa(y1,10); 
yi =1.085853318 
>y2=vpa(yl,70) 
yi2 =1. 085853317666016569702419076542265042534236293532156326729917229308528 


在 计算 中 出 现 的 函数 erf(x) 定 义 为 : erf(x) = eas, 又 例如 求解 函数 边界 的 定 积 


> -2x +1 

分 问题 Ks) = | 二 

交感 

>>f=( -2*x2+1)/(2*x2-3*x+1)2; 

>>1= simple(int(f,x,cos(s) ,exp( -2*s))) 

I= 

—(2*exp( -2*s) *cos(s) -1) * (exp( -2*s) —cos(s))/(exp( -2*s) -1)/(2* exp 
( -2*s) -1)/(cos(s) -1)/(2* cos(s) -1) 


对 于 多 重 积分 ， 分 步 采用 积分 函数 ine ( ) 以 进行 计算 。 例 如 计算 三 重 积分 ， 


{f(x,y,2) = -4ze [cos(x2y) -10cos(x2y)x2y +4xtsin(xzy)2 +4cos(x2y)xty -sin(xzy)] 
Syms xy zt 
六 各 = -4*z*exp( —(x2) #y -2z2) * (cos((x2) *y) -10wy* (x2) ycos(x2wy)+ 
4* (y2) # (x4) *sin((x2) *y) +4*xd4sy2#+cos(x2*y) -sin(x2*y)); 

>> 人 =int(f,z); 

>>fl =int(fl ,y); 

>>f1 =int(fl ,x); 

>>f1 =simple(f1); 

>>f1 =simple(int(f1 ,x)) 

fl =exp( -x2*y-z2) *sin(x2 *y) 


在 这 里 ， 定 积分 还 可 以 采用 梯形 法 、Simpson 法 、Romberg 法 进行 计算 。 这 种 计算 的 
基本 原理 是 根据 定 积分 定义 式 的 求 和 原则 进行 的 。 如 果 给 定 了 变量 的 分 段 值 和 函数 的 对 应 
值 ， 用 向 量 表示 为 : X = [xyx] ,Y = [yi,ys，,…,ys] ， 则 用 梯形 法 计算 定 积分 的 
值 为 : 

S=sum((2*y(l:end-1,:) +dif(y)) + * dif(x))/2 


也 可 以 直接 使 用 函数 trapz( ) 进行 梯形 法 的 定 积分 计算 。 函 数 的 调用 格式 为 S = 
trapz(x,y) ， 其 中 x 可 以 是 列 或 行 向 量 ，y 的 行 数 应 该 等 于 x 向 量 的 元 素数 。 例 如 ， 我 们 
用 梯形 法 计算 x e (0,m) 区 间 的 函数 sin(x) .cos(x) ,sin(x/2) 的 定 积分 值 : 

xl = [0:pi/30:pi]';y = [sin(xl) cos(x1) sin(x1/2)]; 
x=[xl xl x1]; 

S=sum((2*y(l1:end -1,®@+diff(y)). * dif(x))/2 
S =1.9982 0.0000 1.9995 
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使 用 梯形 计算 函数 为 : 
sl =trapz(xl,y) 
sl =1.9982 0.0000 1.9995 
对 于 Simpson 算法 ， 采 用 自 适应 变 步 长 方法 而 给 出 了 函数 quad ( ) 。 而 quadl () 则 
是 使 用 了 Lobbato 算法 ， 其 精度 和 速度 均 优 于 前 者 。 这 两 种 函数 的 调用 格式 相同 ， 调 用 格 
式 为 ; 
y = quad(fun,a,b),y = quad(fun,a,b,e) 
上 述 格式 中 ，fun 为 描述 被 积 函 数 的 字符 串 ，a、b 为 积分 上 、 下 限 。 第 二 种 格式 是 限 
定 精度 的 求 积 ，s 为 用 户 指定 的 误差 限 。 例 如 我 们 计算 x e [0,1.5] 的 定 积分 I = 


-入 [ed 。 首 先 要 描述 被 积 本 数 ， 有 两 种 方法 ， 第 一 种 方法 是 建立 一 个 mat 文件 ,第 二 
下 
种 方法 是 使 用 inline ( ) 丽 数 。 在 此 使 用 第 二 种 函数 的 描述 方法 : 


f=inline( ‘2/sqrt( pi) * exp( —x. 22) ,x’ ); 
y=quad(f,0,1.5) 


y =0.9661 
yL=quadl(f,0,1.5,le-20) 
y1 = 0.9661 


对 于 双重 积分 ， 可 以 使 用 下 列 函 数 : 
y = dblquad(fun,xi xyi,yh),y = dblquad(fun,x ,x, ,y ,yh ,8) 
例如 ， 计 算 双重 积分 1 = 人 广 。” ?sin( + y)dxdy: 
f=inline( ‘exp( -x 2). *sin(x 2+y) xy ); 
y=dblquad(f, -2,2, -1,1) 
y = 0.9702 
对 于 三 重 积分 ， 则 使 用 函数 triplequad ( ) 函数 。 该 函数 的 调用 格式 为 ; 
I = triplequad(fun,x) ,x ,y1 ,Yh ,21 ,2,) 
例如 ， 我 们 计算 积分 【上 [ 4xze™dzdydx: 
f=inline( ‘4 *#x. *z *#exp( 一 人. #y-z2) ,x ,yy ,2 ); 
1=triplequad({,0,2,0,pi,0,pi,le -5,@ quadl) 
1 =3. 1081 
9.4 数据 可 视 化 处 理 


所 谓 数据 可 视 化 ， 就 是 通过 图 形 ， 从 复杂 、 繁 多 的 公式 和 数据 中 观察 变量 的 内 在 联 
系 。Matlab 的 最 大 的 优势 就 是 其 强大 的 图 形 功能 。 
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9.4.1 二 维 绘图 的 基本 知识 


Matlab 的 绘图 过 程 大概 可 以 分 为 十 个 步骤 : 准备 数据 (确定 图 形 的 变化 范围 ); 选择 
图 形 窗口 ; 选择 绘图 位 置 ; 绘图 并 返回 句柄 ; 设置 图 形 特征 和 属性 ; 设置 坐标 范围 和 坐标 
网 格 ; 标注 文本 、 刻 度 标签 、 图 例 、 标 题 ， 标注 任意 文本 ; 保存 图 形 ; 打印 图 形 ， 见 表 
9-3。 如 图 9-3 所 示 为 以 一 个 参数 方程 作 图 和 贝 塞 尔 函 数 作 图 为 例 来 说 明 具 体 的 绘图 步骤 。 

表 9-3 Matlab 常用 作 图 命令 


函数 及 使 用 格式 


说 明 


Plot (x, y, “linestyle-mark-color’ ) 


以 x 为 横 坐 标 ，y 为 纵 坐标 ， 用 选择 的 线 型 、 标 记 、 颜 色 作 二 维 图 形 


Plot (xl, yl, 2, 72, 


以 向 量 对 (ni) 在 同一 区 域 作 多 个 二 维 图 形 


| 


Hold on 在 原 图 形 上 用 相同 的 坐标 系 加 绘 其 他 图 形 
Grid on 开启 坐标 网 格 
Plo3 (x, y, 2) 以 同 维 向 最 绘制 三 维 图 形 
Plot (Z) 以 了 的 实 部 为 横 坐 标 ， 虚 部 为 纵 坐 标 绘图 
Plot (Y) 以 实 矩阵 的 行 下 标 为 横 坐 标 ， 所 有 列 向 量 为 纵 坐标 绘 二 维 图 形 


Plotyy(t,y,t,y, “Plot’ , stem" ) 


用 双 y 轴 方式 同时 绘 两 条 曲线 


图 形 的 线 型 、 标 记 、 颜 色 的 字符 趾 取 值 


线 型 说 明 标 记 标 记 颜 色 
二 实 线 | - 了 黄色 
: 谍 点 线 o m 紫色 
es 点 划 线 x ¢ 青色 
re 虚线 * r 红色 
* | 绿色 
S b 蓝 色 
d w 白色 
| v 人 | 黑色 
于 | 
> | 
Pp 
— 外 一 
X=0:0.2:12;t= -5:0.1:5; % 获 取 数 据 
yl =essel(1,x); % 建 立 函数 描述 
y2 =essel(2,x);y3 =L * sin(t);x3 =L *#cos(t); 名 建立 函数 描述 
figure(1); % 选 定 作 图 区 域 
subplot(1,2,1); 
h=plot(x,yl,x,y2); 名 作 贝 塞 尔 函 数 图 形 
subplot(1,2,2); % 选择 作 图 位 置 
hl =plot(y3,x3) % 作 参数 方程 的 图 形 
set(h, “linewidth’ ,2, | “linestyle’ | ,1 —° ;*:°|); % 设 置 图 形 的 属性 
set(h, | ‘color’ | ,|r ;°b’}); % 将 h 图 形 用 红 \ 蓝 色 区 别 
grid on; 名 开启 坐标 网 格 
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-对 


四 -6 


图 9-3 


例如 ， 用 双 纵 坐标 绘图 函数 plotyy ( ) 画 出 y = Ae sin(2mft +B) 在 不 同 参数 下 的 函 


数 图 形 ， 如 图 9-4 所 示 。 
function syy 
t= 0: 0.01: 20 
Al =200;alfl =0.05;btl =1;f1 =0.2; 
A2 =1;alf2 =0.5;b2 =2;f2 =2; 
yl =Alx*exp( —alfl #t). #sin(2*pixfl*t+btl); 
y2=A2 «exp( -al2*t.*sin(2*pi* 亿 *t+b2); 
[AX,H1,H2] =plotyy(t,y1,t,y2, plot’ ); 


% 使 用 MM 文件 方式 
名 设置 变量 范围 
% 设 置 函 数 参数 


% 函数 描述 
名 用 plot 方式 绘制 双 y 轴 曲 


线 并 返回 坐标 盒 和 绘制 曲线 
句柄 


set( AX(1), “xtick’ ,0:2:20) ;set( AX(2),“xtick" ,0: 2: 20 ); % 设 置 坐标 盒 刻 度 


set(get( AX(1),“ Ylabel’ ) * string’ , ‘left Y-axis’ ) ; 


set(get( AX(2)," Ylabel’ ) “string’ , “ right Y-axis’ ) ; 
xlabel( “0 to 20\musec. ’ ); 

title( “an example for’ * plotyy’” ) ; 

set(H1 linestyle’ , “—"’ ) ;set( H2, “linestyle’ ,* :° ); 
sT(1) = |[ “| NitAe| \fontsize!{ 10} | ~ \alphat} } | * ,... 


“sin(21 \it\pift} + { \it\beta}l )” ]}; 


sT(2) = {[ “Left line:“,’ | \itA} =" ,num2str(A1) 3; 


“|\it\alphal = ” ,num2str( alfl ) ,* ;”... 
“4 Vie} = ,num2str(f1 ), ;° ... 
“| \it\betal = " ,num2str( bt1 ) ] } ; 


sT(3) = |[ “Right line:“,’ | \itA| = ,num2str( A2), ; 


“| Nitvalphal = ”,num2str(alP) ，; 
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多 获取 每 个 坐标 盒 的 Ylabel 
句柄 以 设置 其 字符 串 属性 


名 分 别 设置 两 条 曲线 的 线 弄 
多 生成 字符 串 单元 数组 ,用 于 
在 图 形 窗 上 显示 多 行文 本 


“Nitfl = ”,num2str( 亿 ) 3 
“| \it\betal =° ,num2str( bt2) ] } ; 
gtext(sT, ‘fontsize’ ,12,... % 用 鼠标 指定 文本 的 显示 
位 置 ,同时 设置 文本 的 显 
示 属 性 
“Horizontal Alignment” ,right” ,... 
“edgecolor’ , ’ red’ ,... 
“backgroundcolor’ [0.7,0.7,0.7]) "; 


200| 10 
\ Ae-esin(2xf1+) 
i\ 入 Left line: 4=200; a=0.05; /=0.2: p=1 
四 / Right line: 4=1; @=0.5; /=2; f=2 
100| :A 0s 
日 
> 
a 0 
3 名 
这 
-100 -05 


9.4.2 三 维 绘图 基本 知识 


9.4.2.1 参数 曲线 绘图 
在 matlabl7.0 中 ,使 用 ezplot( ) 函数 和 ezplol3 () 函数 可 以 很 方便 地 绘制 二 维和 三 
维 参数 曲线 。 该 绘图 函数 在 二 维 环境 下 的 调用 格式 为 : 
ezplot(f,[x min,x max,y min, y max] ) 
这 里 的 f 为 函数 表达 式 ，xmin、xmax 、ymin 、ymax 分 别 表示 变量 x、y 的 上 下 界 。 对 
于 参数 方程 的 情形 ， 其 调用 格式 可 以 写 为 : 


ezplot(x,y,[t min,t max] ) 
这 里 的 t min，t max 分 别 表示 参数 t 的 上 下 界 ， 如 不 特别 申明 ， 系 统 默认 为 [0， 
2 ] 。 而 对 于 三 维 参数 绘图 函数 ezplot ( ) ， 其 调用 格式 则 有 三 种 形式 : 
ezplol3 (x, y, z) 
ezplot3 (x, y, z, [t min, t max]) 
ezplo3 (*…,'animate’) 
上 述 格式 中 ， 第 一 种 默认 参数 范围 为 [0，2m]; 第 二 种 格式 则 指定 了 参数 范围 [t 
min，t max]; 而 第 三 种 格式 则 根据 指定 的 参数 animate 用 动画 形式 生成 曲线 。 例 如 绘制 变 
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量 范围 为 [0，6m] 参数 方程 


x = exp(V10) 
= sin(t) -cos(t) 
z = sin(2t) 
的 曲线 为 : 
t=0:pi/50:10 * pi; 
>> ezplot3( ‘exp(t/10)’ ,sin(t) * cos(t)’, “sin(2*1)’,[0,6*pi]) 
绘制 曲线 图 形 如 图 9-5 所 示 。 


x=exp(VIO)y=sih(bcos(t, z=sin(20 


-0370 


图 9-5 


对 于 由 矩阵 X、Y、2Z 给 定 的 参数 则 使 用 plo3 (X，Y，Z) 函数 格式 。 例 如 创建 一 条 
螺旋 线 ， 如 图 9-6 所 示 : 


plot3(sin(t) ,cos(t) ,t); 
>> axis square; grid on 
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9.4.3 ”曲面 模型 的 建立 
在 matlab 中 ,使 用 ezmesh ( ) 函数 绘制 网 格 曲面 。 其 相应 的 函数 调用 格式 为 : 


ezmesh(f,domain) Fiy 
ezmesh(x,y,z) (2) 
ezmesh(x,y,z,[s min,s max,t min,t max] ) (3) 
ezmesh(x,y,z,[min,max]) (4) 
ezmesh(.…,n) sy 
ezmesh( …, ‘cire’) (6) 


上 述 格式 中 ,格式 (1) 为 创建 函数 f(x,y) 的 图 形 ， 其 中 f 是 一 个 字符 串 ， 表 示 二 元 
函数 。 默 认 时 二 元 函数 的 值 域 均 为 [ -2mr,2m]。 格 式 (2) 在 指定 范围 内 绘制 函数 f 的 图 
形 ,格式 (3) 绘制 参数 方程 x=x(s,t) ,y=y(s,t) ,z=z(s,t) 的 函数 图 形 ， 其 中 参数 s、t 
的 范围 默认 为 [ -2m,2m]。 格 式 (4) 则 在 指定 的 范围 内 绘制 函数 图 形 。 格 式 (5) 表示 
在 nxn 网 格 范围 内 绘制 f 函数 的 图 形 。 格 式 (6) 表示 在 圆 域内 绘制 函数 的 图 形 。 例 如 
绘制 函数 z=y -3xy +x 的 网 格 图 形 ， 如 图 9-7 所 示 : 


ezmesh( ‘y2 -2 #x#y+x2’) 


将 网 格 函数 中 的 ezmesh 一 ezsirf 时 ， 则 网 格 转换 为 曲面 ， 如 图 9-8 所 示 : ezsurf(“y"2 
2#x#y+x2’) 


y-2xy+x? 


9.4.4 绘图 工具 一 交互 绘图 


Matlab 7. 0 提供 了 一 组 绘图 工具 集 ， 组 成 了 交互 式 的 绘图 环境 。 利 用 这 个 环境 ， 可 以 
完成 以 下 任务 : 
(1) 创建 不 同类 型 的 图 形 ; 
(2) 直接 从 工作 空间 浏览 权 中 选择 绘图 变量 ; 
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(3) 在 图 形 窗口 中 比较 容易 地 创建 和 操作 子 图 ; 
(4) 添加 箭头 、 直 线 、 文 本 等 标注 元 素 ; 

(5) 设置 图 形 对 象 的 属性 。 

通过 命令 plottools 激活 交互 绘图 工具 如 图 9-9 所 示 : 


图 9-9 


根据 显示 面板 上 的 工具 条 和 菜单 栏 ， 即 可 方便 地 进行 各 种 类 型 的 绘图 操作 。 
绘图 的 参数 可 直接 使 用 工作 空间 的 数据 ， 也 可 导入 其 他 文件 类 型 的 数据 。 例如 我 们 使 
用 绘图 工具 绘制 二 元 高 斯 函数 ， 首 先 在 工作 空间 创建 变量 : 


[x,y] =meshgrid([ -4:0.1:4]); 
>>z=x yexp(-x2-y2); 


于 是 在 工作 空间 产生 了 x、y、z 三 个 数据 矩阵 。 然 后 再 键入 绘图 工具 激活 指令 plot- 
tools。 在 面板 上 选择 绘图 所 需 数据 后 ， 再 根据 所 需 图 形 绘制 得 到 如 图 9-10 中 央 所 示 的 4 个 
图 形 ， 曲 面 、 网 格 、 等 值 、 灰 度 。 


9.5 对 微分 方程 的 求解 
9. 5.1 微分 方程 的 解析 解法 


Matlab 7.0 语言 的 符号 运算 工具 箱 提供 了 求解 线性 常 系数 微分 方程 的 实用 函数 
dsolve ( ) 。 该 函数 的 调用 格式 为 : 
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图 9-10 


y=dsolve(f ,fi,,f,) 


y=dsolve(f, ,f,,** ,f,,, x’) 

第 一 个 格式 中 的 和 既 可 描述 微分 方程 ， 也 可 描述 边界 或 初 值 条 件 ; 第 二 个 格式 同时 
指明 了 变量 x。 这 里 规定 微分 的 第 i 阶 的 表示 为 Di;， 即 D3y 表示 y” (x) 。 例 如 求解 微分 
方程 : 

yO(t) + 10yY (+) +357(t) + 507(t) +24y(t) = Si(t) + 48(t) +2u(t) 
式 中 ， 输 入 函数 为 u(t) =e-*cos(2t+1) +5。 在 dsolve( ) 函数 下 的 求解 时 采用 M 函数 形 
式 为 : 
function disexp 
syms t y; 
u=exp( -5*t) *cos(2*#t+1) +5;uu =5 * diff(u,t,2) +4* diff(u,t) +2*u; 
y=dsolve([ “D4y +10 * D3y +35 * D2y +50 # Dy +24 #y=°,... 
“87 * exp( —5 *t) * cos(2*+t+1) +92 * exp( -5*t) *sin(2*t+1) +10’ ]) 
求解 结果 为 : 
>> disexp 
了 = -343/520 * exp( -5*t) * cos(2*t+1) +5/12—547/520 # exp( -5*t) # sin(2#t+ 
1) +…+Cl*exp(-4*t) +C2*exp( -t) +C3*exp( -3*t) +C4*exp( -2*+t) 
当然 也 可 直接 使 用 dsolve ( ) 求解 微分 方程 。 例 如 对 于 方程 : 


“271 . 


| +2X(t) = x(t) +2y(t) -e™ 
y(t) = 4x(t) +3y(t) + 4e 
其 解 的 过 程 为 : 
>> [x,y] =dsolve( ‘D2x +2* Dx =x+2*y-exp( —t) 
‘,"Dy=4*x+3*y+4*exp( —t)’) 
相应 的 求解 结果 为 : 
x = 
—6*t*exp( —t) +Cl *exp( —t) +C2*ep((1+6(LM2))*t) +C3* 
exp( (1 -6°(1/2)) *t) 
y= 
6*#t*exp( —t) —Cl*exp( —t) +4*#*C2*exp((1 +6°(1/2)) *t) +2 
*C2*#exp( (1 +6°(1/2)) *#*t) #6°(1/2) +4* C3*exp((1—6°(1/2)) 
#t) -2#C3#exp( (1—6°(1/2)) *t) #6°(1/2) +1/2 *exp( -—t) 


9.5.2 微分 方程 的 数值 解法 


对 于 没有 解析 解 的 微分 方程 ， 可 以 使 用 数值 解法 。Matlab 提供 的 ode45 ( ) 函数 ， 实 
现 了 微分 方程 数值 求解 方法 中 的 四 阶 五 级 朗 格 一 库 塔 一 费 耳 博 格 算法 。 其 调用 格式 为 : 
直接 调用 : [t, x] =ode45 (fun，[b，t]，xo) 
这 里 的 fun 为 matlab 函数 ， 或 者 由 inline ( ) 直接 描述 ; f 后 面 的 为 变量 区 间 和 初 值 。 
带 有 控制 选项 的 参数 调用 : 
[t,x] = ode45(fun,[to,tr] ,xo,option) 
这 里 的 控制 参量 option 可 以 通过 odeset ( ) 函数 获取 。Odeset ( ) 的 调用 格式 为 : 
options = odeset('RelTol'le -7) 
或 更 直观 地 写 为 : options =odeset; options * RelTol =le -7 
这 里 的 控制 参量 是 一 个 结构 体 变量 ， 该 结构 体 中 的 变量 成 员 通常 有 以 下 形式 : 
“Reltol” : 表示 相对 误差 容许 上 限 ， 默 认 值 为 0. 001 〈 即 0. 1% 的 相对 误差 ) ， 通 常 该 值 可 
以 取得 更 小 ， 后 面 的 参数 即 表示 修改 后 所 要 求 的 误差 值 。' Abstol' : 表示 一 个 向 量 ， 其 分 
量 表示 每 个 状态 变量 允许 的 绝对 误差 ， 默 认 值 为 10  ";， 该 误差 可 以 根据 不 同 的 要 求 而 改 
变 。 " Maxstep" : 表示 求解 方程 的 最 大 允许 步 长 。 例 如 用 此 函数 求解 洛 伦 之 方程 
h(t) = 一 Bxi(D +x (Dn(t) 
h(t) = 一 po(t) + pn(t) 
%(t) =-x(tb)x(boo(t -w(t) 
在 此 取 初 值 和 系数 分 别 为 : 
B=8/3,p = 10,0 = 28,x,(0) = x,(0) = 0,x,(0) = 10-" 
于 是 求解 该 微分 方程 : 
[t,x] = ode45( “lorenzeq’ ,[0,t_ final] ,x0); 
. 272 . 


>> subplot(1,2,1) ;grid on;plot(t,x); 
于 是 得 到 方程 解 的 二 维 图 形 如 图 9-11a 所 示 ; 对 于 相 空 间 情形 ， 输 入 命令 : 
>> subplot (1, 2, 2); grid on; plo3 (x (:, 1), x (:, 2), x (:, 3)); 
得 到 解 的 三 维 相 空间 图 形 如 图 9-115 所 示 。 


图 9-11 洛 伦 兹 方程 仿真 图 
而 动画 式 的 空间 轨迹 则 可 使 用 函数 comet3 ( ) 实现 。 


.9.6 Matiab 编程 基础 


针对 实际 问题 ， 按 照 matlab 的 语法 格式 构造 出 解决 该 问题 的 具体 步骤 和 过 程 ， 即 是 
matlab 的 编程 过 程 。 所 编 的 程序 需 用 M 文件 (也 即 是 程序 文件 ) 保存 ， 然 后 再 在 命令 窗 
中 调用 和 运行 该 函数 。 

Matlab 程序 文件 的 扩展 名 为 “. m”" 。M 文件 有 脚本 文件 和 函数 文件 之 分 。 脚 本 文件 相 
当 于 批 处 理 文件 ， 当 需要 在 命令 行 输入 较 多 语句 时 ， 可 以 把 这 些 相关 语句 编辑 在 一 起 形成 
脚本 文件 ， 以 方便 重复 使 用 。 运 行 脚本 文件 时 ， 只 需 输入 该 文件 名 ，matlab 就 会 自动 按 顺 
序 执行 文件 中 的 命令 。 脚 本 文件 没有 输入 参量 ， 也 没有 独立 的 工作 空间 ， 而 是 使 用 所 运行 
主 程序 的 主 工作 空间 。 该 脚本 文件 运行 后 所 产生 的 数据 将 一 直 保持 在 matlab 工作 空间 ， 
直到 使 用 clear 清除 命令 。 

Matlab 函数 文件 既是 M 文件 中 第 一 个 程序 行 包含 关 键 字 function 的 文件 。 因 此 ， 即 使 
是 脚本 文件 ， 只 需 在 第 一 行 增加 语句 function ”xxx， 便 会 变 为 函数 文件 。 函 数 文件 运行 
时 ， 具 有 独立 的 工作 空间 ， 称 为 函数 的 工作 空间 。 函 数 文件 使 用 的 变量 只 在 函数 工作 空间 
中 有 效 ， 当 函数 执行 完成 后 ， 这 些 变量 将 随 函 数 工作 空间 一 起 被 清除 。 

M 文件 编辑 器 的 打开 过 程 是 : 在 matlab 主 菜单 中 左 键 单 击 File， 左 键 选中 new， 再 左 
键 单 击 M-fle， 即 可 打开 (激活) M 文件 编辑 器 窗口 ， 如 图 9-12 所 示 。 在 该 窗口 中 ， 根 
据 matlab 的 语法 结构 和 编程 的 思想 ， 即 可 编写 所 需 的 应 用 程序 。 

例如 ,用 M 文件 的 形式 ， 编 程 产生 在 区 间 [a，b] 上 均匀 分 布 的 随机 数 ， 并 将 其 用 
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图 9-12 


拢 阵 表示 出 来 。 首 先 打 开 M 文件 编辑 器 ， 建 立 名 为 rab 的 M 函数 文件 ， 对 应 的 程序 主体 


为 : 
function y =rab( m,n,a,b); 
m=6;n=6; 
if nargin <8; 
a=0;b=9; 
end 
y=floor((b-a+1l) *rand(m,n)) +a 


存 为 M 文件 后 ， 在 命令 窗 中 键 人 命令 rab， 回 车 后 即 得 结果 : 


> >rab 
y = 
9 4 1 4 2 4 
6 8 1 4 0 1 
8 7 4 4 6 6 
0 6 8 4 6 7 
1 3 4 9 9 3 
8 1 8 0 9 0 


程序 流程 在 编程 中 有 极为 重要 的 作用 。Matlab 编程 的 流程 控制 ， 与 C 语言 流程 控制 


相 类 似 ; 归纳 起 来 有 以 下 一 些 常用 的 语句 。 


(1) for 循环 语句 : for 循环 语句 的 基本 格式 为 : for 循环 变量 = 数组 范围 : 


执行 体 (命令 串 ) 


end 
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例如 ， 用 M 函数 文件 的 形式 建立 元 素 按 宪 律 增 的 行 向 量 : 
function disexp 
for n=1:8 
x(n) =n2; 
end 
disp(x) 
在 命令 窗 中 运行 结果 为 : 
disexp 
1 4 9 16 25 36 49 64 
(2) while 循环 : for 循环 以 固定 的 次 数 求 一 组 命令 的 值 。Matlab 提供 了 另 一 种 循环 语 
句 ， 它 根据 给 出 的 条 件 ， 以 不 定 的 次 数 求 一 组 命令 的 值 。 本 循环 语句 的 使 用 格式 为 : 
while 条件 表达 式 
执行 体 〈 如果 条 件 为 真 ) 
end 
本 执行 语句 的 执行 方式 为 : 若 条 件 表达 式 中 的 条 件 成 立 ， 则 根据 执行 体 中 的 命令 顺序 
执行 。 例 如 用 while 循环 命令 进行 自然 数 的 累加 ， 用 M 文件 add. m 保存 : 
function add 
s=0; n=1; 
while n < =100 
s=s+n; n=n+l1; 
end 
disp (s); 
disp (n) 
在 命令 窗 中 的 运行 结果 为 : 
>>add 
5050 
101 


(3) 站 条 件 语句 的 使 用 格式 为 : 
让 条 件 判断 表达 式 
执行 语句 (如 果 条 件 真 ) 


end 


此 格式 还 有 多 重 嵌 套 条 件 判 断 格 式 : 
让 ”条 件 判断 表达 式 1 
执行 语句 1 (如 果 条 件 1 真 ) 
elseif 条 件 判 断 表达 式 2 
执行 语句 2 (如 果 条 件 2 真 ) 
else ”如 果 条 件 2 不 成 立 
执行 语句 3 
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end 
另外 , 在 站 语句 中 ， 也 可 以 使 用 break 来 终止 运算 ， 其 使 用 格式 为 : 
让 条 件 表达 式 
执行 体 (如 果 条 件 表达 式 成 立 ) 
break (如果 条 件 表达 式 不 成 立 ) 


end 


例如 用 以 上 的 循环 语句 来 实现 以 下 功能 : 对 于 给 定 的 数 x， 找 出 最 大 的 正 整数 n， 使 
得 你 满足 2" ”<x<2"，M 函数 程序 为 : 
function f2n = find2n(x) 
x=100; 
len =length(x( 名 ) ) ; 
if len < =0; 
error( “x can’ ‘t be empty’ ); 
end; 
f2n=[]; 


for i =1:len; 


while 2°n <x(i) ; 
n=n+1; 
end; 
f2n=[f2n,n]; 
end; 
f2n = reshape( f2n, size( x) ) ; 


对 于 x=100， 在 命令 窗 中 运行 该 文件 后 ， 结 果 为 : 
>>find2n 
ans =7 


9.7 积分 变换 


积分 变换 技术 实现 了 空间 的 映射 ， 将 实时 空间 的 微分 方程 变换 到 相 空 间 进 行 分 析 使 许 
多 复杂 的 问题 得 以 简化 ， 例 如 将 常 微分 方程 映射 为 代数 方程 等 。 在 这 里 我 们 简单 介绍 用 
matlab 所 实现 的 积分 变换 。 结 合 本 书 所 涉及 的 内 容 ， 这 些 变换 有 拉 普 拉 斯 变换 、 传 里 叶 变 
换 、 梅 林 变 换 、 汉 克 尔 变换 、z 变换 以 及 留 数 的 简单 计算 。 
9.7.1 拉 普 拉 斯 变换 

拉 普 拉 斯 变换 的 定义 为 : 

LICD] = [Kbevdt = FCs) 
相应 的 闻 变 换 为 : 
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LTFC)] = 二 三- Foeds =f(t) 


Matlab 中 ， 使 用 符号 运算 工具 箱 中 的 laplace ( ) 函数 ， 就 可 以 直接 计算 出 拉 普 拉 斯 
的 变换 式 。 该 函数 的 调用 格式 为 : 
F = laplace(fun) 
这 个 格式 对 于 默认 的 + 变量 域 有 效 。 当 指定 变量 域 或 复 域 u 时 ， 拉 普 拉 斯 变换 的 命 
令 格 式 为 : 
F = laplace(fun,v,u) 
通过 上 述 运 算 后 的 解析 表达 式 ， 可 以 使 用 simple ( ) 等 函数 进行 化 简 。 对 于 所 得 的 计 
算 结 果 ， 通 常 形式 都 比较 复杂 ， 这 是 可 调用 pretty ( ) 函数 或 latex ( ) 函数 对 结果 进一步 
处 理 ， 使 表达 式 便于 阅读 。 
对 于 给 定 的 相 空间 函数 Fun， 当 使 用 指定 时 域 v 和 复数 域 u 时 ， 拉 普 拉 斯 逆 变换 的 函 
数 调用 格式 为 : 
f(t) = ilaplace( Fun,v,u) 
例如 ， 求 函数 f(t) = te sin(t + T) 的 拉 普 拉 斯 变换 : 
>> syms t; 
>>f=t2 *exp( -2#*t) *sin(pi+t); 
>> laplace({) 
ans = 
-8/((s+2)2+1)3*(s+2)2+2/((s+2)2+1)2 
>> pretty(ans) 


((s+2)+1) ((s +2)+1) 


显然 ，prtty( ) 函数 的 排版 形式 不 甚 清晰 ; 如 安装 有 latex 排版 系统 ， 将 使 得 该 公式 
大 为 美观 。 对 所 得 的 变换 函数 实施 拉 普 拉 斯 逆 变 换 : 
ilaplace(ans) 
ans = —{2*exp( ~2*t) *sin(t) 


显然 ， 上 述 逆 变 换 结果 与 原 函 数 相同 。 
9.7.2 傅 里 叶 变换 
傅 里 叶 变换 的 定义 为 : 
F[{(t)] = 


1 Pre = 
去 上 f(De-wdt = F(o) 


Matlab 所 提供 的 传 里 叶 变换 函数 为 fourier ( ); 在 默认 变量 情形 ， 对 于 所 描述 的 fun 
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函数 ， 其 调用 格式 为 : 
F = fourier(fun) 
而 对 于 指定 变量 的 调用 格式 为 : 
F(o) = fourier(fun(x) ,xz,o) 


式 中 ，fun 为 指定 函数 ，v 为 原 变量 ，u 为 变换 后 的 相 空 间 变量 。 
相应 的 傅 里 叶 逆 变换 通常 定义 为 : 


f(x) = 去 [- F(w)e™do 


Matlab 提供 的 逆 傅 里 叶 变换 的 工具 箱 函数 为 infourier ( ) ， 其 调用 格式 为 : 


f(x) = ifourier(fun(w) ,o,x) 


例如 ， 求 函数 人 (x) = 二 二 二 ( 式 中 = 是 正 的 常数 ) 的 全 里 叶 变换 : 


xX 十 


syms x w;syms a positive; 
f=1/(x2 +a2); 
F=fourier({,x,w) 
所 得 结果 为 : 
F= 
pi* (exp(a*w) * Heaviside( —w) +exp( -a*w) * Heaviside(w))/a 
式 中 ，Heaviside (w) 为 的 阶 跃 函数 ， 当 w>0 时 ， 该 函数 的 值 为 1， 和 否则 为 0; 而 当 ow 
<0 时 ，Heaviside ( -w) 的 值 为 1， 和 否则 为 0。 于 是 所 得 的 变换 结果 可 以 化 简 为 : 


FIfCD] = Te 
a 
对 所 得 的 结果 ( 非 化 简 的 表达 式 或 经 过 化 简 的 表达 式 均 可 ) 进行 逆 傅 里 叶 变 换 ， 可 
以 不 经 化 简 而 直接 得 到 原 函 数 : 
又 例如 对 反对 称 琼 轮 势 u(x) = sin(x) +0. 5sin(2x) +0.25sin(4x) 实 施 傅 里 叶 变 换 : 


Syms Xi 
u=sin(x) +0.5 *sin(2*x) +0.25 # sin(4*x); 
>>V =fourier(u); 

所 得 结果 为 : 

Vs 

1/4#ixpi*(4*Dirac(w+1) -4*Dirac(w—1) +2 * Dirac(w+2) -2 * Dirac(w — 
2) + Dirac(w+4) — Dirac(w -4)) 


9.7.3 梅林 变换 


前 面 在 反常 扩散 的 讨论 中 ,已 经 涉及 了 梅林 变换 ， 其 定义 式 为 : 
M[f(x)] = [fxdx = M(z) 
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实现 该 变换 的 Matlab 工具 箱 中 没有 专门 的 函数 ， 但 是 可 以 直接 进行 积分 而 得 到 。 
例如 ， 求 函数 K(D = 岂 外 的 梅林 变换 : 
syms t zisyms a positive 
>>f{f=log(t)/(t+a); 
M = simple(int(f *t(z—1),t,0,inf)) 
所 得 结果 为 : 
M =(log(a) * sin(pi*z) —pi*cos(pi*z)) *az*pi*csc(pi*#z)2/a 
梅林 变换 的 逆 变 换 定义 为 : 
{x) = MIM(D] = 下 [Maxrdz 
Matlab 中 没有 直接 实现 梅林 变换 的 工具 箱 函数 ， 但 是 可 以 借助 调用 maple 中 的 现成 函 
数 来 实现 。 
具体 的 梅林 变换 调用 格式 为 : M(z) = maple( “mellin’ ,f(x) ,x,z) ; 此 处 将 变量 为 
的 函数 f 经 梅林 变换 为 变量 为 :的 相 空 间 函数 。 
逆 梅 林 变换 的 调用 格式 为 : f(x) = maple( “invemellin' ,M(z) ,z,x) 。 此 变换 将 相 空 
间 的 函数 M(z) 由 z 空间 变换 到 实 空间 的 f(x) 。 
例如 ， 调 用 maple 函数 对 函数 f(x) = 实施 梅林 变换 : 
下 
f=1/ (1+x) “8; 
M=maple (“mellin’, {, x, w) 
所 得 结果 为 : 
M =—-1/5040 *pi*(w -1)!l/(w -8)! *csc(pi*w) 
相应 地 ， 其 逆 变 换 为 : 


maple( ‘invmellin’ ,M,o,x) 
a 
—1/5040 # pi/x’8 * int( —_U’6 * invmellin(1/w!,w,x/_U) * invmellin(w! * csc(pi* 
@),m,_U),_U = 0.. Inf) 
显然 ， 在 此 出 现 了 元 长 的 表达 式 ， 该 朔 变换 不 能 还 原 原 函数 。 
9.7.4” 汉 克 尔 变换 
汉 克 尔 变换 的 定义 为 : 
HD) = [VT dt 
上 式 中 的 (wt) 为 v 阶 贝 塞 尔 函数 。 相 应 当 逆 汉 克 尔 变换 为 : 
HCH)) = | oo)TCobdw 
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在 matlab 中 可 以 通过 调用 maple 中 的 hankel ( ) 和 invhankel ( ) 求 给 定 函 数 的 汉 克 
尔 变换 。 其 调用 格式 为 : 
F(w) = maple( ‘hankel’ ,f(t) ,ovv) 
逆 汉 克 尔 变换 的 调用 格式 为 : 
ft) = maple( ‘invhankel’ ,F(o) ,o,t v) 
例如 ， 对 函数 f(t) = 进行 汉 克 尔 变换 : 
>> syms t @; 
>> syms a positive 
>>f=ta; 
>>F = maple( “hankel’ ,f,t,w,0) 
所 得 结果 为 ， 
F= 
w( -1-a)*sin(l/4*pi*(2*a+3)) #2°(a+1/2) * gamma( 1/2 *a+3/4)’2/pi 
相应 的 逆 汉 克 尔 变换 为 : 
maple ( “invhankel’ ,Fo,t0) 
ans= 
invhankel(w( ~1—a) *sin(1/4*pi* (2*a+3)) *2 
“(a+1/2) * gamma(1/2 *a+3/4)’2/pi,w,t,0) 


显然 逆 汉 克 尔 变换 函数 不 能 得 到 原 函数 的 形式 。 
9.7.5 Z 变换 
2 变换 的 定义 为 : 
ZL{(k)] = Br = F(z) 
相应 的 逆 变 换 为 
Ki = ZIfoO] = 直 弄 (oz dz 
实现 该 变换 的 matlab 工具 箱 函数 为 xrans ( ) 和 iztrans ( ) 。 调 用 格式 分 别 为 : 
F = ztrans(fun,k,z) 


F = iztrans(Fun,z,k) 


例如 ， 求 函数 人 (kt) = akt -2 + (akt + 2)ew 的 Z 变换 及 其 逆 变 换 : 
F=2ztrans(f,k,t) 
F= 
ayt2/(t-1)2-2*t(t-1) +a*t2*exp( ~a*t) *(1+a*t)/(t—exp( ~-a*t))” 
2+2*texp( ~a*#t)/(t/exp( ~a*t) -1) 


相应 的 逆 变 换 为 : 
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iztrans(F,t,k) 
ans = 
a+ask-2+aviztrans(t2w(1+a*t)*exp(ayt)/(t2*exp(ast)2 -2*t*exp(a* 
t) +1) ,tk) +2*iztrans(t* exp(a*t)/(t*exp(a*t) —1),t,k) 
显然 ，Z 的 逆 变 换 不 能 得 到 原 函 数 的 最 简 形式 。 


9.8 ”概率 论 与 数理 统计 问题 的 matilab 求解 


传统 的 数理 统计 求解 是 采用 查询 表格 的 方法 以 或 得 随机 数 而 进行 ， 其 步骤 烦琐 ， 困 难 
重重 。Matlab 随机 函数 的 使 用 ， 使 得 这 一 困难 得 以 克服 ， 从 而 让 统计 动力 学 迅速 得 以 发 
展 。 本 节 主 要 介绍 matlab 在 数理 统计 中 的 应 用 。 


%.8.1 概率 分 布 与 伪 随机 数 的 生成 


9.8.1.1 常见 的 概率 分 布 

Matlab 提供 了 各 种 常见 的 基本 的 概率 密度 函数 和 概率 分 布 函数 ， 从 matlab 工具 箱 中 ， 
可 以 获得 这 些 函 数 。 对 于 泊 松 分 布 ， 其 分 布 函 数 和 密度 函数 可 以 通过 以 下 的 函数 调用 格式 
获得 : 


泊 松 分 布 的 密度 函数 调用 格式 为 y = poisspdf(x, 入 ) 
泊 松 分 布 的 分 布 函数 调用 格式 为 y = poisscdf(x, 入 ) 
而 泊 松 分 布 的 逆 概 率 分 布 的 值 则 为 x = pois sin v(F, 入 ) 


对 于 正 态 分 布 ， 相 应 的 密度 函数 、 分 布 函数 、 逆 概率 分 布 函 数 调用 格式 则 为 ; 
y = normpdf(x,p.,0) 
F = normedf(x,p.,0) 
x = norminv(F,p.,0) 


9.8.1.2 随机 数 与 伪 随 机 数 

对 于 数学 实验 中 所 使 用 的 模拟 随机 数据 的 产生 方法 ， 通 常 可 以 分 为 两 种 ， 一 种 是 物理 
方法 〈 依 赖 于 电路 的 随机 涨 落 ) ， 另 一 种 是 数学 方法 (仿照 随机 数 的 发 生 规律 计算 出 随机 
数 ) 。Matlab 工具 箱 函数 可 以 很 方便 地 产生 各 种 分 布 类 型 的 随机 数 。 


A 均匀 分 布 的 随机 数 
产生 在 区 间 (0，1) 上 的 、 均 匀 分 布 的 随机 数 ， 其 调用 格式 为 : 
y = rand(n,m) 
例如 ， 我 们 产生 500 个 均匀 分 布 的 随机 数 ， 并 用 直方 图 表示 其 分 布 情况 : 
y =rand( 500); 

x=0:0.1: 
y1 =hist(y,x); 
y1 =y1/(500 #0.1); 
bar(x,y1); 

得 到 所 对 应 的 直方 图 如 图 9-13 所 示 。 

B 正 态 分 布 随机 数 的 产生 
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使 用 normmd () 函数 产生 正 态 分 布 的 随机 数 ， 其 调用 格式 为 : 
normrmd(mu,sig,m,n) 
例如 ， 产 生 500 个 正 态 分 布 的 随机 数 用 直方 图 如 图 9-14 所 示 。 
y =normmd(0,0. 1,500,1); 
x= -1:0.01:1; 
yl =hist(y,x); 
bar(x,y1); 
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9.8.2 随机 动力 学 的 计算 机 模拟 


9.8.2.1 基于 正常 扩散 的 布 天 粒子 轨道 的 寞 拟 

考虑 布朗 粒子 在 空间 的 运动 是 各 向 同性 的 ， 即 环境 中 无 外 界 作用 。 假 设 正常 扩散 的 布 
朗 粒子 的 每 次 的 无 规 行走 间隔 满足 高 斯 分 布 ， 而 两 次 行走 之 间 的 时 间 间 隔 满 足 泊 松 分 布 
〈 非 负 的 行走 时 间 和 等 待 时 间 ) 。 下 面 我 们 用 计算 机 在 Matlab 系统 中 模拟 该 布朗 粒子 的 运 
动 轨道 : 


function bllztric 


sig =10 * rand(1); 


sxr =normmd(0 ,sig,1 ,1); 


+ sxr; 
syr =normmd(0 ,sig,1,1); 
sy =sy + syr; 
x=[x,sx]iy=[y,sy]; 

end 
h=plot(x,y，:”); 
grid on; 
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所 得 轨道 如 图 9-15 所 示 。 


9.8.2.2 正常 扩散 的 方 均 位 移 模拟 


针对 在 正常 扩散 时 的 布朗 粒子 的 统计 特征 (行走 空间 间隔 服从 高 斯 分 布 ， 时 间 间 隔 


服从 泊 松 分 布 ) ， 建 立 如 下 的 matlab 程序 : 
function gsmsd 
x=[];t=[];mo=[];to=[]; 
fori= 1: 500 
ts=0;xs =0;mu =0; 
for il = 1: 100 
sig =randn(1); 


s=random( “norm’ ,sig,mu,1,1); 


XS =Xs+s; 
x(i,il) =xs; 
end 
tao =0; 
forj= 1: 100 
delt = poissrmnd(1,1,1); 


tao =tao + delt; 
t(i,j) =tao; 
end 
end 
for jl = 1 : 500 


m=sum(x(:,j1). 2)/length(x(:,1)); 


mo=[mo,m]; 


tt=sum(t(:,j1))/length(t(:,1)); 


名 确定 系统 数 (粒子 数 ) 


免 确定 行走 步 数 

免 随机 产生 高 斯 分 布 的 方差 

包产 生 高 斯 分 布 的 随机 步 长 

多 累计 空间 行走 位 移 

记录 位 移 ,行为 系统 编号 , 列 为 跳跃 次数 


免 确定 停顿 的 次 数 

% 确 定 两 次 跳跃 之 间 的 时 间 间 隔 ( 包含 行 
走时 间 ) 

名 行走 时 间 累 计 

名 记录 时 间 


名 确定 系统 数 
旬 求 原点 矩 ( 对 原点 的 方 均 位 移 ) 
名 存放 msd 
%% 求 平均 时 间 
. 283 . 


to=[to,tt]; 
end 
to2 =to’; 


plot(to2,mo， -or ); % 画 出 时 间 位 移 关系 
grid on 
在 工具 条 菜单 中 用 线性 拟 合 方式 拟 合 数据 ， 最 后 得 到 如 图 9-16 所 示 的 方 均 位 移 图 。 
140| 


y=1°x21 
粒子 数 500, 行 走 步 数 100 


60 
时 间 


图 9-16 
显然 ， 所 得 关系 满足 爱 因 斯 坦 关系 ， 即 (x?) < t 


9.8.2.3 超 扩散 的 布朗 粒子 单轨 道 的 计算 机 模拟 
对 于 超 扩散 ， 我 们 假设 其 等 待 和 行走 时 间 之 和 满足 泊 松 分 布 ， 而 行走 的 步 长 满足 lavy 
分 布 的 长 尾 分 布 。levy 分 布 的 渐进 表达 式 可 以 写 为 : 


1 
x~ rl<h<2 


为 了 避免 抽样 时 发 散 ， 限 制 小 步 长 下 限 ， 于 是 渐进 行为 为 : 
2 
1+x* 
上 式 右边 的 分 子 为 归 一 化 常数 : 
= (Ta)) 
采用 直接 抽样 方法 ， 得 到 抽样 的 随机 数 公式 为 : 


Ip 


-| 赤 -! 或 5= aa 


以 上 两 种 抽样 的 概率 各 为 一 半 。 由 此 我 们 得 到 超 扩散 布朗 粒子 的 单 粒子 轨道 模拟 的 
matlab 程序 : 
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function suptric 


z=100;mu =1.5;mul =1/mu; 


ku = (pi/(2* gamma( mu) * sin(pi* mu/2) ) ). (mul) #2(mul); 


x=[];y=[];step=0;kisy =0;stepy =randn(1); 
stepx =randn(1) ; 
for i=1 : 2000 
r=rand(1); 
f(r<0.5) 
ks= ~abs(((1/(2*r))—1)mul); 
else if (r > =0.5) 
ks =abs(1/(2* (1-r)) -1)mul; 
end 
end 
stepx = stepx + ks; 
x=[x,stepx]; 
end 
for i2 =1: 2000 
r=rand(1); 
if (r<0.5) 
ks= -abs(((1/(2*r)) -1)"mul)， 
else if (r> =0.5) 
ks =abs(1/(2* (1-r)) -1)”muli; 


所 得 的 轨道 如 图 9-17 所 示 。 


end 
end 
stepy = stepy + ks; 
y=[y,stepy]; 
end 
plot(x,y); 
| 
一 一 datal 
oe Tcvy 指 数 mu= 5; ee 
行走 步 数 2000 
¢ {ie 
-100| | 
~200| 1 1 
-300| Ea | 
-eg | 
一 500| 1 1 
-600 1 | 
200 -150 -100 -50 0 50 100 
图 9-17 
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由 图 可 见 ， 出 现 了 长 跳 。 
9.8.2.4 超 扩散 布朗 粒子 方 均 位 移 计算 机 模拟 
超 扩散 布朗 粒子 方 均 位 移 计 算 机 模拟 如 图 9-18 所 示 。 


6000 py] 
So00| y=44°x-l.1er003 — linear 
4000| levy 指 数 mu=1.5; 行走 步 数 100; 
系统 粒子 数 N1000 


2 3000| 

2 2000 

时 1000| 

0 

一 1000| 
20006 一 闻 - 贡 -而 -页 页 广 曾 页 T00 

log(t) 
图 9-18 


为 方便 起 见 ， 使 用 对 数 -对 数 坐标 。 在 此 使 用 matlab 程序 为 : 
function supmsd 
mu =1.5;mul =1/mu; 
x=[]it=[]istep=0ikisy =0;stepy =randn(1);mo=[];to=[]; 
stepx = randn(1); 
for xx = 1 : 1000 
100 
r=rand(1); 
if (r<0.5) 
ks = ~abs(((1/(2#*7r))—1)°mul); 
else if (r > =0.5) 
ks =abs(1/(2* (1 -r)) -1) mul; 
end 


for i = 


end 
stepx = stepx + ks; 
x=(xx,i) =stepx; 
end 
tao =0; 
for tt =1: 100 
delt = poissmd(1,1,1); 
tao = tao + delt; 
t(xx,tt) =tao; 


end 


* 286 。 


end 

for jl =1 : 1000 
m=sum(x(:,j1). 2)/length(x(:,1)); 
mo=[mo,m]; 
ttl =sum(t(:,j1))/length(t(:,1)); 
to=[to,tt1]; 

end 

to2 =to”; 

plot(to, mo); 
由 于 所 考虑 的 系统 数 过 少 ， 远 小 于 摩尔 数 ， 因 此 出 现 了 长 跳 不 能 被 平均 掉 的 曲线 突变 
现象 (levy 飞行 ) 。 
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